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0.0 Die Newton’schen Axiome

Ausgangspunkt fiir die klassische nichtrelativistische Mechanik! sind die Newton’schen
Axiome fiir die Bewegung eines Massenpunktes der Masse m unter dem Einfluf} einer
Kraft K. Unter einem Massenpunkt wollen wir im Folgenden einen starren Korper verste-
hen, der keine inneren Freiheitsgrade besitzt und lediglich Translationen (Verschiebungen)
und Rotationen (Drehungen) durchfiihren kann.

Die Newton’schen Axiome lauten explizit:

e 1.Axiom
In einem Inertialsystem bewegt sich ein freies Teilchen geradlinig gleichférmig.

e 2. Axiom
Der Bewegungszustand eines Teilchens der Masse m dndert sich unter dem Einflufl
einer Kraft K gemif

e 3.Axiom
Fiir die Wechselwirkung zwischen 2 Massenpunkten gilt das Prinzip von Actio =
Reactio, d.h. B B
Ky =—-Ky

wenn K 12 die von Teilchen 1 auf Teilchen 2 ausgeiibte Kraft ist.

e 4. Axiom
Wirken auf einen Massenpunkt 2 Krifte K, und K, so ist als resultierende Kraft

K=K, +K,
in die Bewegungsgleichung einzusetzen (Superpositionsprinzip der Krifte).

Die Begriffe freies Teilchen, Inertialsystem sowie Kraft bediirfen der mathematischen
Prézision. Sinnvoll wird eine physikalische Begriffsbildung immer dann sein, wenn die
getroffenen Aussagen unabhéngig vom Beobachter sind, d.h. Messungen in verschiedenen
Bezugssystemen miteinander verglichen und als identisch betétigt werden konnen. Als
mathematische Hilfsmittel — zur Vergleichbarkeit von Messungen — dienen in der Mechanik
die Vektorrechnung und die Theorie der Differentialgleichungen. Zuné#chst ist es jedoch
zweckméBig, eine Reihe von einfachen (auch der natiirlichen Anschauung entsprechenden)
Begriffen einzufiihren.

!Unter nichtrelativistisch bezeichnen wir alle physikalischen Systeme, die sich mit Geschwindigkeiten
v < ¢ zueinander bewegen, wobei ¢ & 300000 Km/sec die Lichtgeschwindigkeit bezeichnet.



Kapitel 1

Kinematik

1.1 Grundbegriffe

1.1.1 Geradlinige Bewegung

Zur Beschreibung der geradlinigen Bewegung wihlen wir ein kartesisches Koordinaten-
system so, dafi sich der Massenpunkt z.B. lings der x-Achse bewegt (siehe Abb. 1.1).

| 1 } > X

Abbildung 1.1:

Der Bewegungsablauf ist durch die Position z des Massenpunktes zum Zeitpunkt ¢ (x =
x(t)) vollstindig bestimmt.

Def.: mittlere Geschwindigkeit
z(t') —x(t) Az
ey T AL
Dabei ist Az die Verschiebung wihrend der Zeit At.

(1.1)

Falls 2(¢) nach ¢ differenzierbar ist:
Def.: Geschwindigkeit v
. Az dx
v= lim

Aim = (1.2)

Bleibt die Geschwindigkeit v wihrend der gesammten Bewegung konstant, ist also v un-
abhéngig von ¢, so nennen wir die Bewegung “geradlinig gleichférmig®.



Def.: mittlere Beschleunigung

v(t') —v(t)  Awv

by, = = —. 1.3
t—t At (13)
Voraussetzung: z(t) ist mindestens zweifach nach t differenzierbar.
Def.: Beschleunigung
. Av dv P
= T T e 4

Ist b # 0 von der Zeit ¢ unabhéingig, so nennen wir die Bewegung “gleichméig be-
schleunigt*

1.1.2 Krummlinige Bewegung

Die momentane Position eines Teilchens auf seiner Bahnkurve (in 3 rdumlichen Dimen-
sionen) beschreiben wir durch seine Koordinaten x,y, z in einem kartesischen Koordi-
natensystem. Sie definieren einen Ortsvektor

T
r=1vy |, (1.5)

der vom Koordinatenursprung zur Position P des Teilchens zeigt. Der Bewegungsablauf
wird dann festgelegt durch die Funktionen

v =alt), y=y(t), = = () (L6)
oder in Vektor-Schreibweise
7= 7(t) (1.7)
Def.: mittlere Geschwindigkeit:
(t) - (o 3
(') — 7t AT At
D, — — 72 N7 = 2y ]_
vm t—t At At (18)
‘At

Sie wird dargestellt durch einen Vektor in Richtung des “Verschiebungsvektors® Ar.
Sind die Funktionen z(t), y(t), z(t) differenzierbar nach t, so ergibt sich die Geschwin-
digkeit:

U — —
T AT dr

el T AR T @
UZ

(1.9)

Die Geschwindigkeit ¢ wird dargestellt durch einen Vektor in Richtung der Tangente an
die Bahnkurve im Punkt P.

Die Linge des Ortsvektors 7 ist gegeben durch:

7] =1 =22 +y* + 2% (1.10)



der Betrag der Geschwindigkeit analog durch:

v =/vi + v + v (1.11)

Sind die Funktionen v,(t), v, (t), v.(t) nach ¢ differenzierbar, gilt fiir die

Beschleunigung b:

i AT _ 7
T A0 AL dt
Bemerkung: Hohere als 2. Ableitungen der Bahnkurve 7(¢) nach ¢ werden nicht benétigt,
da in den Newton’schen Bewegungsgleichungen hochstens 2. Ableitungen auftreten.

(1.12)

1.1.3 Kriimmung von Bahnkurven

Die Geschwindigkeit ¥ ist ein Vektor in Richtung der Tangente an die Bahnkurve. Wir
konnen daher schreiben

U(t) = v(t)er(t); er(t) = (1.13)

mit €; als Einheitsvektor in Richtung der jeweiligen Tangente an die Bahnkurve. Es
folgt fiir die Beschleunigung b (nach der Produktregel der Differentiation) :

- d dv der
b= —(v(t)er(t)) = —€ — 1.14
S ner() = T+ o (114)
1. 2.

1. Tangentialkomponente (~ ér(t))
Die Anderung des Betrages von ¢ ist dann:
- dv

bT = %eT (115)

2. Normalkomponente
Sie steht senkrecht zu e und ist gegeben durch:

- dér
by = v—— 1.16
N=v (1.16)
Komponentendarstellung von ér:
cos p(t)
er(t) = | sinp(t) (1.17)
0
dé, —.gb sin . gos(go + %) N
— = | ¢cosp |=¢| sin(p+35) | = pen. (1.18)
dt 0 0



Mit der Abkiirzung dy/dt = ¢ erhalten wir

b="br+by (1.19)
mit B

bN = ’U(,bé}v. (120)
Die Grofle ¢ ist eng verkniipft mit der Kriimmung der Bahn. Die Bogenlinge s = s(t)
héngt mit dem Betrag der Geschwindigkeit zusammen iiber

ds

— =, 1.21
ik (1.21)

Benutzt man die Kettenregel

de dpds dp

—_— = —=——=— 1.22

dt ~dsdt  ds (1-22)
so 148t sich die so eingefiihrte Grofie dy/ds geometrisch-anschaulich interpretieren: Der
Schnittpunkt der Bahn-Normalen in benachbarten Punkten A, A" heifit im Grenzfall At —

0 Kriimmungsmittelpunkt. Fiir den zugehorigen Kriimmungsradius ¢ = o(t) gilt:

Ap _dp
0 A% As  ds (1.23)
P
Spezialfille:
1. geradlinige Bewegung:
0 — 00 , also by — 0 (1.25)
2. Kreisbewegung:
0 = R eig = const (1.26)

Nach diesen eher anschaulichen Definitionen gilt es nun zu kldren, unter welchen Bedin-
gungen 2 Beobachter in verschiedenen Systemen ¥ und ¥’ gleiche Bahnkurven 7(t), ()
vermessen bzw. als identisch bezeichnen.

1.2 Vektoren

1.2.1 Definition

Formal definieren wir einen Vektor @ € R?® durch ein Tripel reeller Zahlen ay, a2, a3
(, Komponenten“) und schreiben

ay
a= a (127)
as
Zwei Vektoren @, b nennen wir “gleich“ genau dann, wenn gilt:
a)p = b1 a9 = bg as — b3 (128)



1.2.2 Reelle Vektorraume

In reellen Vektorrdumen ist eine Addition (4+) von Vektoren sowie eine Multiplikation von

Vektoren mit reellen Zahlen erklart.
Die Addition von 2 Vektoren a, b:

i+b=¢ (1.29)
soll heiflen
a; + b1 = C as + bg = Cy as + b3 = C3 (130)

Die so eingefiihrte Addition ordnet je zwei Vektoren genau einen Vektor zu und hat
folgende Eigenschaften:

1. Kommutativitit
a+b=0b+d (1.31)

2. Assoziativitit .
(@+b)+c=da+ (b+7) (1.32)

3. Neutrales Element
Es gibt einen Vektor 0 mit der Eigenschaft

i+0=d (1.33)
bei beliebigem Vektor @, ndmlich den Vektor mit den Komponenten 0, 0, 0.

4. Inverses Element
Zu jedem Vektor @ mit den Komponenten a,, ay, ag gibt es genau einen Vektor (—a@)
derart, dafl
a+ (—d) =0, (1.34)

ndmlich den Vektor mit den Komponenten —ay, —as, —as.

Elemente (hier: Vektoren), zwischen denen eine Verkniipfung (hier: Addition) erklért ist,
welche die Eigenschaften 1. bis 4. besitzt, bilden eine ,,kommutative Gruppe“.

Wir definieren die Multiplikation von Vektoren mit reellen Zahlen o durch:

aaq
ad = | aay |. (1.35)
aas
Sie hat folgende Eigenschaften:
1. Assoziativitéit
(af)d = a(pa) (1.36)



2. Distributivitit

(a+ p)d = ad + Bad (1.37)
a(@+b) = ad + ab
mit beliebigen reellen Zahlen o, .
3. neutrales Element:
la=a (1.38)

Eine kommutative Gruppe, fiir deren Elemente eine Multiplikation mit reellen Zahlen
erklart ist, welche die Eigenschaften 1. bis 3. besitzt, definiert einen ,reellen Vektor-
raum”.

Die Ortsvektoren 7 und Verschiebungsvektoren A7 bilden einen solchen reellen Vektor-
raum (in 3 Dimensionen).

1.2.3 Euklidische Vektorraume

In Euklidischen Vektorrdumen ist die Ldnge von Vektoren definiert sowie ein Winkel
zwischen 2 Vektoren.
Im 3-dimensionalen Ortsraum ist die Linge (oder ,Norm*) eines Ortsvektors gegeben

durch
r= | = \/m > 0; (1.39)

der ,,Winkel“ ¢ zwischen je 2 Ortsvektoren ist bestimmt durch
|F1 — F2|2 = T% + 7"% - 27“17“2 COS . (140)
Diese Eigenschaften kennzeichnen einen ,,Euklidischen Raum®.

Mathematisch gelangt man vom reellen Vektorraum zum Euklidischen Vektorraum in
folgender Weise: Man definiert zwischen je zwei Vektoren, @ und b, ein ,,Skalarprodukt*:
d - b mit folgenden Eigenschaften:

1. a- gist eine reelle Zahl

ST

S

—b-d (kommutativ)

SI

2.

—

3. (ad)-b=a(d-b) (assoziativ)

4. @3- b+&) =a-b+a-¢ (distributiv)

at

=

5. d-a =

|2{:0mma:6

> () sonst

Wir konnen dann durch

Y
Sl

cos p = (1.41)

jal[o]

einen Winkel ¢ einfiihren, der sich als Zwischenwinkel von @ und b erweist.

6



Mit Hilfe des Skalarprodukts konnen wir die Orthogonalitit von Vektoren definieren:
2 Vektoren @, b heiflen zueinander orthogonal, wenn gilt:

i b=0. (1.42)

Anschaulich bedeutet dieses, dafl die beiden Vektoren senkrecht aufeinander stehen.

1.2.4 Basis und Dimension von Vektorriumen

,Lineare Unabhingigkeit*“: Vektoren @, ds,..., d; heiflen linear unabhingig, wenn
aus
ald'l + 01262 + ...+ aid'i =0 (143)

fiir alle reellen Koeffizienten stets folgt
ar =g =+ -=q; =0; (1.44)

andernfalls heiflen die Vektoren linear abhéingig. Die Vektoren

1 0 0
cr =10 ey =1 1 3 =1 0 (1.45)
0 0 1

sind linear unabhéngig, denn aus

1 0 0 0
(0%} 0 + Qo 1 + Qs 0 = 0 (146)
0 0 1 0

folgt notwendig oy = ay = a3 = 0. Mit Hilfe der Vektoren (1.45) kann jeder beliebige
Vektor d dargestellt werden, nidmlich:

aq 1 0 0
a | =a;| 0 [ +ax| 1 |+az| O |, (1.47)
as 0 0 1
kurz:
a= alé} + a2€2 + CL3€3. (148)

Die Basis eines Vektorraumes ist eine Menge linear unabhéngiger Vektoren, die den
ganzen Vektorraum aufspannen; das bedeutet, dafl jeder Vektor des betrachteten Vektor-
raumes eindeutig als Linearkombination der ,Basisvektoren“ geschrieben werden kann.
Die Anzahl der Basisvektoren fiir einen gegebenen Vektorraum ist fest und definiert die
,Dimension des Vektorraumes*“. Die Vektoren (x) bilden eine Basis des Vektorraumes
der Dimension 3.

Von besonderer praktischer Bedeutung (auch in der Physik) sind Vektoren é;, welche eine
,orthonormale Basis“ bilden. Sie besitzen die Eigenschaft

&+ &, = O (1.49)

7



mit der Abkiirzung:

1firi=%k
O = { 0 fiir i # k. (1.50)

3 orthonormale Vektoren bilden somit eine Basis eines 3-dimensionalen Vektorraumes.

Bemerkung: Bei Benutzung einer orthonormalen Basis erhilt das Skalarprodukt eine
besonders einfache explizite Form. Seien a;, b; (i = 1,2, 3) die Komponenten (auch ,Ko-
ordinaten® genannt) von 2 Vektoren @, b bzgl. einer orthonormalen Basis €, (k = 1,2, 3)

3
a=> afy (1.51)

b= be (1.52)

so wird:
i b= (Xk: ar€l) - (Z bi€;) = Xk: Zakbi(gk - €;) = Xk: Zakbi5ki = Z a;b;. (1.53)
Weiter ist das Skalarprodukt von @ und €éj gerade durch die Komponenten a; von @ bzgl.

€ gegeben:
a- _’k :Zal(é;é'k) :Zaiéik:ak. (154)
i i

Zur Veranschaulichung dieser Ergebnisse betrachten wir einen Ortsvektor 7, gegeben durch
seine Koordinaten x, y, z in einem kartesischen Koordinatensystem:

x
F=|y | =z +yé, + z€,. (1.55)
z

Dabei sind €, €, €, Einheitsvektoren in Richtung der zueinander orthogonalen Achsen
(kartesische Basis),

1 0 0
& =10 g, =11 =10 (1.56)
0 0 1

R i S (1.57)
7] =1 = /2% + y? + 22 (1.58)

Das Skalarprodukt
Py = (1.59)

ergibt die Linge des Vektors, der aus i durch ,,orthogonale Projektion“ auf die x-Achse
hervorgeht.



1.3 Orthogonale Transformation

1.3.1 Vektoren in Mathematik und Physik

Wiihrend in der Mathematik Vektoren schlicht Elemente eines (beliebigen) Vektorraumes
sind, versteht man in der Physik unter Vektoren stets Elemente Euklidischer Vektorraume!
Unterziehen wir zwei Ortsvektoren einer Drehung im Raum oder einer Spiegelung am
Ursprung, so dndern sich Linge und Zwischenwinkel nicht!

1.3.2 Drehungen

Wir untersuchen die Anderung der Komponenten eines Ortsvektors 7 bei Drehung des
Koordinatensystems um die z-Achse um den Winkel . Dann gilt (UB):

r = xcosy+ysinp
" = —wsinp + ycosl
2 = z (1.60)
Mit der Notation
T=T,,Y=a0, 2=a3; 2 =x, ¢y =, Z =z (1.61)

erhilt man die kompakte Form

l‘il = Zdijxj ; Z,] = 1,2,3 y (162)
J

wobei die “Matrix*“ (d;;) die Gestalt hat:

cose sinp 0
(dij) =| —sing cosg 0 (1.63)
0 0 1

Bemerkung:

e Fiir eine beliebige Drehung ist der Zusammenhang zwischen den Koordinaten x;
und z;’ wieder linear, jedoch hat die Matrix (d;;) eine kompliziertere Gestalt.

Allgemeine Eigenschaften der Matrix fiir eine Drehung:

Da sich bei Drehungen die Linge von Vektoren und der Winkel zwischen je zwei Vektoren
nicht dndern darf, mufl das Skalarprodukt unter Drehungen invariant sein. Hat man 2
Vektoren 77 , 73 mit den Komponenten

Ty , @9 im System XY Z

im System X'Y'Z' (1.64)

!/ !
Ty 5 Ty
so muf} also gelten:

3 3

7”71 : 7“?’2 = Z&“u'&“zi' = Z (Z dimx1m> (Z dinx2n> = Z T1pTop =71 - T9.  (1.65)

i=1 7 n=1
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Es folgt

als Bedingung fiir die Invarianz des Skalarproduktes bei der Transformation. Lineare
Transformation mit obiger Bedingung nennt man ,orthogonale Transformation®.

1.3.3 Spiegelung am Ursprung (Inversion)

Wir betrachten die diskrete Transformation

Die zugehorige Transformationsmatrix (2 = >, siyxx) hat die Form
-1 0 0
0 0 -1

Der Unterschied der hier vorgestellten orthogonalen Transformationen besteht darin, dafl
bei Drehungen ein Rechts-System wieder in ein Rechts-System iibergeht, dagegen Spie-
gelungen ein Rechts-System in ein Links-System iiberfiihren. Mathematisch duflert sich
dieser Unterschied darin, daf fiir Drehungen stets gilt:

det (dy) = 1, (1.69)

wihrend im Fall der Spiegelung
det (Szk) =-1 (170)

wird.
Bemerkung (UB): Die Spiegelung an einer Ebene, z.B.

/ Y -
Ty =T1 5 Ty =Ty Ty = —IT3 , (1.71)

kann durch Kombination der Spiegelung am Ursprung und einer Drehung um die z-Achse
ersetzt werden.

Erginzung:
Unter der Determinante einer quadratischen Matrix a;; versteht man fiir 2 x 2 Matrizen:

a1 a12
det(a;) = = Q11022 — A21012; (1.72)
Q21 A22
fiir 3 x 3 Matrizen:
11 Qa2 i3
det(ap) = | az1 a2 ags | =
31 dagzz2 (33
Q22 A23 Q21 A23 Q21 A22
a11 — a2 + a3 (1.73)
32 A33 31 Aa33 a31 Aa32

Fiir die praktische Berechnung sind folgende Regeln niitzlich:
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e Regel 1:

det(ay) = det(ag;) (1.74)
e Regel 2:
Vertauscht man in der Matrix 2 Zeilen (Spalten), so &dndert die Determinante ihr
Vorzeichen.
Folgerung: Sind in einer Matrix 2 Zeilen (Spalten) gleich, so ist die Determinante
null.
e Regel 3:

Addiert man zu einer Zeile (Spalte) ein Vielfaches einer anderen Zeile (Spalte), so
dndert sich die Determinante nicht.

Hinweis: Die Determinante einer Matrix A (oder linearen Abbildung) ist von Bedeutung
fiir die Existenz der inversen Matrix A™! (oder Abbildung). Letztere existiert nur, wenn

detA # 0 ist, d.h. det(A'A) = detA detA™t = 1.

1.3.4 Vektoren und Skalare

Wir kénnen nun (in der nichtrelativistischen Physik) Vektoren definieren als (geordnete)
Tripel reeller Zahlen, fiir die

1. eine Addition und Multiplikation gem&f 1.1.2 definiert ist und die sich

2. bei Drehungen verhalten wie Ortsvektoren.

Bemerkung: Geschwindigkeit v und Beschleunigung b sind Vektoren.

Die Vektoren (Ortsvektoren, Geschwindigkeit, Beschleunigung) kehren bei Inversion das
Vorzeichen um (,polare“ Vektoren).

Weitere Beispiele fiir polare Vektoren: Impuls, Kraft (siehe folgende Kapitel).

Beispiele fiir axiale Vektoren: Drehimpuls, Drehmoment (siehe folgende Kapitel).

1.3.5 Nutzen der Vektorrechnung
Vereinfachung der Schreibweise:

Statt die Komponenten z(t) , y(t) , z(t) anzugeben, schreibt man kiirzer: 7(¢).

Unabhéingigkeit vom Koordinatensystem

Aussagen in Form von Vektor-Gleichungen sind unabhéingig von der Wahl des Koordina-
tensystems.
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1.4 Kreisbewegungen

1.4.1 Winkelgeschwindigkeit

Wir betrachten die Bewegung eines Massenpunktes auf einem Kreis mit Radius r . Eine
zweckméfige Parameterdarstellung der Bahnkurve ist dann gegeben durch:

cos p(t)
F(t) =r| sing(t) (1.75)
0

mit 7 = const und dem Kreismittelpunkt als Ursprung.

Die Geschwindigkeit

g — sin p(t)
T=—=r¢| cose(t) | =rpér (1.76)
dt 0
hat den Betrag
v=|v]=rp (1.77)

und ist stets senkrecht zu 7 gerichtet, da
7 7 = r’p(— cos psin p + sin ¢ cos ) = 0. (1.78)
Der Betrag der ,, Winkelgeschwindigkeit* w wird eingefiihrt iiber

w=¢=-. (1.79)

7o

Y

Abbildung 1.2:

Falls der Ortsvektor 7 eines beliebigen Massenpunktes des rotierenden Korpers nicht in
der Bahnebene des Massenpunktes (vgl. Abb. 1.2) liegt, ist dann (1.79) zu ersetzen durch:

v =rop =rpsiny = rwsiny (1.80)
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Eine beliebige starre Rotation kénnen wir kennzeichnen durch den Vektor ,,Winkelge-
schwindigkeit* &, dessen Betrag durch obige Gleichung und dessen Richtung parallel
zur Drehachse im Sinne einer Rechtsschraube (Abb. 1.3) festgelegt ist.

A

Abbildung 1.3:

Der allgemeine Zusammenhang von 7, ¥ und & wird beschrieben durch das

1.4.2 Vektorprodukt

Das Vektorprodukt von 2 Vektoren a, b ist definiert als ein Vektor ¢, geschrieben
g=axb, (1.81)
dessen Lénge durch
c=|¢l = absiny (1.82)
mit 7 als Winkel zwischen @ und b definiert ist und dessen Richtung senkrecht zu @ und
b ist, d.h.

i-é=0 b-e=0 (1.83)

und zwar so, daf a, l;, ¢ ein Rechts-System bilden. Die Komponenten des Vektors ¢ sind
dann als Funktion der Komponenten von @ und b gegeben durch:

ayb, — a,b,
c=1| ayby —ayb, |. (1.84)
azby — a,b,
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Eigenschaften des Vektorprodukts:

1. Antikummutativitit:

Exb=—bxi (1.85)
2. Wenn ¢ parallel l;, S0 ist B
axb=20 (1.86)
3. Assoziativ-Gesetz: (o € R)
(ad@) x b= a(d@ x b) (1.87)
4. Distributiv-Gesetz: S . .
C_I:X(bl—l-bg):C_I:Xbl—i-C_ing (188)

Geometrische Interpretation von |@ x 5| Fiir die Fléche des von @ und ggebildeten
Parallelogramms (Abb. 1.4) gilt:

F=|@xbl=absiny fir0<~y<m (1.89)

<

-
a
Abbildung 1.4:
Rechenregel: . )
Fiir beliebige Vektoren a, b, ¢ gilt (UB):
ax(bxd) = (@ Ab—(a-b)e (1.90)

-

Das Spatprodukt (@ x b) - ¢ weiterhin gibt das Volumen des von a, b, & aufgespannten
Parallelepipeds an.
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1.4.3 Winkelbeschleunigung

Die Beschleunigung berechnet sich aus der Zeitableitung der Geschwindigkeit o':

b= % = %(rwé’T) — rw?éy + wrép = by + by (1.91)
mit d/dt ér = wely, wobei €y zum Kreismittelpunkt weist. Fiir
T=dx7 (1.92)
folgt dann: ~
Ezd—fxﬂwxﬁ (1.93)
Damit ist . i3
br=— %7 (1.94)
die Tangentialkomponente von 5, zu der die Normalkomponente von 5,
(1.95)

bN:QXﬁ:QX

senkrecht steht .
Spezialfall: gleichférmige Kreisbewegung (i = const) : Mit w = 0 und ¥ = —réy folgt
5+ F)& — (& - &)F = rwéy : Zentripetal-Beschleunigung (1.96)

b=by =G X (@Fx7) = (37

Beispiel: Bewegung eines auf der Erdoberfliche fixierten Massenpunktes (Abb. 1.5).

Aquator

Abbildung 1.5:



Fiir die Geschwindigkeit des Massenpunktes gilt:
v =wRsin(90° — \) = wRcos(A) (1.97)

wobei R der Erdradius, w der Betrag der Winkelgeschwindigkeit und A die geographische
Breite ist. Die Beschleunigung b = by mit Betrag

by | = wv = w?Rcos A (1.98)

weist zum Mittelpunkt der Kreisbahn des betrachteten Massenpunktes; sie steht senkrecht
zur Nord-Siid-Achse der Erde und zur Geschwindigkeit @, welche tangential zur Kreisbahn
gerichtet ist.

Wir definieren zum Abschlufl noch die Winkelbeschleunigung:

di

F==, (1.99)

die die zeitliche Anderung der Winkelgeschwindigkeit bestimmt.
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Kapitel 2

Relativbewegung

2.1 Inertialsysteme

2.1.1 Idee und Praxis

Nach dem 1. Newton’schen Axiom (Kap. 0.0) ist ein ,,Inertialsystem* dadurch definiert,
daf} sich in ihm ein ,freies“ Teilchen geradlinig gleichférmig bewegt. Der praktische
Nutzen der Newton’schen Axiome héngt also an der Frage, ob es (zumindest approxima-
tiv) Inertialsysteme gibt.

Wir wollen im Folgenden von der idealisierten Annahme ausgehen, wir hitten ein strenges
Inertialsystem gefunden. In diesem System gilt dann das 2. Newton’sche Axiom in der
Form

—

mb = K (2.1)

wobei die Masse m als positive Konstante angesehen wird. Nehmen wir noch das Prinzip
von Actio = Reactio hinzu (3. Axiom),

}?12 — —}?21, (22)

so kénnen wir mb = K als Definition von ,2Kraft“ ansehen und aus der Kombination der
beiden Gleichungen eine Mef3vorschrift fiir die Masse gewinnen.

2.1.2 Galilei’sches Relativitidtsprinzip

Wir betrachten aufler dem Inertialsystem ¥ ein weiteres Bezugssystem Y', welches sich
gegeniiber Y mit beliebiger konstanter Geschwindigkeit 7y bewegt. Ein Massenpunkt P,
dessen Position im System ¥ durch den Ortsvektor i gegeben ist, ist in ¥/ gekennzeichnet
durch den Ortsvektor

7= 7 — vt (2.3)
Hieraus folgt
7' =717 (2.4)
und _ _
b’ = b. (2.5)



Bewegt sich P frei im System X, so folgt, dal P sich auch beziiglich ¥' frei bewegt. Ein
Beobachter in ¥’ kommt fiir die Kraft zum gleichen Resultat wie in 3,

—

K' =mb' = mb = K. (2.6)

Diese Identitét findet ihren Ausdruck im ,,Galilei’sches Relativitidtsprinzip“

»Die Grundgesetze der Mechanik sind gleich in allen Bezugssystemen, die sich zueinander
mit konstanter Geschwindigkeit bewegen.

Mit der Annahme, dal Zeitmessungen in allen Inertialsystemen gleich sind,

t=t' (2.7)
definieren wir eine ,,Galilei-Transformation“:
Fl=r—10yt ;t'=t. (2.8)
Es gilt dann das Galilei’sche Additionsgesetz fiir Geschwindigkeiten:
7' =v— 0. (2.9)
Grenzen des Galilei’schen Relativititsprinzips:

1. Die Grundgleichungen der Elektrodynamik sind nicht invariant unter der Transfor-
mation 7' = 7 — 7.

2. Fiir hohe Geschwindigkeiten (v < ¢; ¢: Lichtgeschwindigkeit) ist die Newton’sche
Bewegungsgleichung nicht mehr anwendbar.

2.1.3 Galilei-Gruppe

Die Galilei-Transformationen bilden eine kommutative Gruppe G(%), wenn als Ver-
kniipfung das Nacheinanderausfiihren von Transformationen verstanden wird.

1. Kommutativitét: Die Verkniipfung zweier Galilei-Transformationen ergibt wieder
eine Galilei-Transformation und ist kommutativ.

2. Assoziativitit:
Die Assoziativitiat der Galilei-Transformationen folgt aus der Assoziativitit der Ad-
dition von Geschwindigkeiten.

3. Neutrales Element:
Es existiert ein neutrales Element, ndmlich die durch

o =0 (2.10)
beschriebene identische Transformation.

4. Inverses Element:
Zu jeder Galilei-Transformation G, charakterisiert durch die Relativgeschwindig-
keit ¥ der betrachteten Systeme, gibt es eine inverse Galilei-Transformation G™!,
nimlich die zur Relativgeschwindigkeit —a, gehorige, d.h. G71(d) = G(—10)).
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2.2 Rotierende Bezugssysteme

2.2.1 Zielsetzung

In Inertialsystemen gilt die Bewegungsgleichung in der einfachen Form:
mb=K. (2.11)

Hin und wieder kann es jedoch zweckmiflig sein, in ein Nicht-Inertialsystem iiber-
zugehen, in dem die Bahnkurve eine einfachere Form hat. Dazu mufl man wissen, wie
sich Geschwindigkeit und Beschleunigung beim Ubergang vom Inertialsystem zum Nicht-
Inertialsystem transformieren.

2.2.2 Gleichformig rotierende Systeme

Wir betrachten die Bewegung eines Massenpunktes in einem Inertialsystem Y und in
einem gegeniiber X gleichférmig rotierenden System Y'. Beide Systeme sollen zunéchst
den gleichen Ursprung haben. Der Ortsvektor "= 7' des Massenpunktes ist

F=1é, +yé, + 26, =a'éy +y'éy + 2y =7 (2.12)

Dabei sind €; bzw. € orthogonale Vektoren in Richtung der kartesischen Achsen von X
bzw. 3.
Die Geschwindigkeit ¢ fiir den Beobachter in ¥ ist bei festem Koordinatensystem é€;:

U= =0 + vy€y + v,€, (2.13)
und fiir den Beobachter in ¥' bei festem Koordinatensystem é:
dr’
v’ — % — 'U:IE/é;LJ + 'U?,J/é’y’ + 'U;/é’z/. (214)

Fiir den Beobachter in ¥ rotieren die Achsen von Y'; die Vektoren €; dndern sich also
zeitlich, so dafl er (im System X) @ auch berechnen kann als

dé;;l dé;/ dé’z/

U=l €y +a Frals Uy €y + y'ﬁ + v,y + 2 rat (2.15)
Dann ist
T=0"4+dx7 (2.16)
und & die Winkelgeschwindigkeit, mit der sich ¥’ gegeniiber ¥ dreht.
Die Beschleunigung fiir einen Beobachter in X ergibt sich dann als:
b= - = by€y + by€, + b€, (2.17)
und fiir einen Beobachter in X' als:
b = % — U8y + b,y + W (2.18)
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Fiir den Beobachter in X sind die Vektoren € zeitabhingig; es folgt
d de de, de,

— N = el N
b:£(1);,ex/+x' o +U;,ey/+y'd—;’+v;ezf+z' dt):
- de, de, de, de, de, de,
V+ov,— +v,— v, — 4+ (I xT)+dx (@' ——+y =L +2—) =
v Ty Ty @) o T it
b +2(@ X T')+ 3 x (@ x 7). (2.19)

Der Term 2(& x ¢') ist die Coriolis-Beschleunigung und der Term & x (J x 7') die
Zentrifugalbeschleunigung.

Fiir die Bewegungsgleichung im rotierenden System Y’ ergibt sich aus
K =mbin %:

mb' =K —2m(d x ¢') —md x (& x 7). (2.20)
In ¥’ wirken also auBler der Newton’schen Kraft K sogenannte Trdagheitskrdifte: die Coriolis-

Kraft
—2m(& x ') (2.21)

und die ,,Zentrifugalkraft*
—m& x (& x 7). (2.22)

Im Unterschied zu den durch das 2. Newton’sche Axiom definierten Newton’schen Kréften
riithren die Trégheitskrifte nicht von der Wechselwirkung zwischen Massenpunkten her.

2.2.3 Erlauterungen und Beispiele

Ein Massenpunkt werde durch einen gespannten Faden auf einer Kreisbahn gehalten, auf
der er sich mit konstanter Winkelgeschwindigkeit @ bewege.

1. Aus der Sicht eines Beobachters im Inertialsystem Y wirkt auf das Teilchen iiber
den gespannten Faden eine Kraft

K =mb=ma x (@ x7), (2.23)
welche das Teilchen in Richtung auf den Kreismittelpunkt beschleunigt.

2. Vom (mit-)rotierenden System Y’ aus gesehen bewegt sich das Teilchen unbeschleu-
nigt; b’ = 0. Dies kann man so interpretieren, daf} sich in X' die Zentrifugalkraft
und die Newton’sche Kraft K, herriihrend vom gespannten Faden, gerade aufheben.

2.2.4 Verallgemeinerung

Fiir den Fall, dafl der Ursprung von ¥/ nicht mit dem von ¥ iibereinstimmt, d.h. ¥ = R+,
erhalten wir

"+ (D x T (2.24)

<y

=R+
und L.
b=R+b +2W@ x7")+dx (Jx7), (2.25)

falls X' relativ zu ¥ (iiber E) beschleunigt ist oder sich mit Relativgeschwindigkeit ﬁ(t)
bewegt.
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2.3 Schwerpunktsystem
2.3.1 Definition des Schwerpunktes
N
Fo=—> m7 ; M=) m; (Gesamtmasse), (2.26)
) =1

wobei m; die Teilchenmassen und 7; ihre Positionen in einem raumfesten Koordina-
tensystem X sind. Es folgt fiir die Geschwindigkeit des Schwerpunktes:

Ty = % Zmﬁ (2.27)
und fiir die Beschleunigung:
by = % Z mib;. (2.28)
Ist das System ein Inertialsystem, so gilt nach dem 2. Newton’schen Axiom:
mibi=K; ,i=1,2,...,N (2.29)

Die Bewegungsgleichung fiir den Schwerpunkt lautet dann nach dem 4. Newton’schen

Axiom: _
Mb, = K, mit K, =) _ K. (2.30)

Wirken keine dufleren Kréfte, so wird
K, =0 (2.31)

(nach dem 3. Newton’schen Axiom), da sich die inneren Kriifte zwischen den Teilchen
paarweise aufheben, d.h.

Mb, = 0; (2.32)
der Schwerpunkt bewegt sich geradlinig gleichférmig.

2.3.2 Schwerpunktssystem

Fiir viele Probleme ist es zweckméflig, vom Laborsystem zum “Schwerpunktsystem*

iiberzugehen.

Wir betrachten ein ,,abgeschlossenes” System, auf das keine dufleren Kréfte wirken. Das
Schwerpunktsystem Y’ fithren wir nun durch die Bedingung ein, da§ in ihm der Schwer-
punkt ruht:

7' =0. (2.33)
Wihlt man speziell den Schwerpunkt als Ursprung des Systems Y/, so ist
7' =0. (2.34)
Die Positionen der Teilchen sind dann
7' =17 — 7y 5 es folgt Y m,;i;" = 0. (2.35)
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Die Geschwindigkeiten in ¥’ sind dann:

Ui, - Uz - 775 , (236)
und die Beschleunigungen: . o
Es folgt:

> mit;" = 0. (2.38)

2.3.3 Bestimmung des Schwerpunktes

Liegt eine kontinuierliche Massenverteilung vor, so ist der Schwerpunktsvektor gegeben
durch:

1
s = i ///Fp(:r,y,z) dx dydz, (2.39)
v

mit der Gesamtmasse:

M = /// p(z,y, 2) dedydz, (2.40)

wobei p(z,vy, 2) die Dichte der Massenverteilung bezeichnet.

2.3.4 Stof} zweier Teilchen
Im System X (Inertialsystem) gilt:

mlgl = Ku ; m252 = XQI = —X12 ) (2.41)
falls keine dueren Kréfte wirken. Im Schwerpunktsystem folgt dann (sieche Abb. 2.1):
mlﬁl' = —mgﬁgl (242)

sowohl vor als auch nach dem Stof3 .

2.3.5 Reduzierte Masse

Der Vorteil des Schwerpunktsystems besteht darin, daf sich die Zahl der Freiheitsgrade re-
duziert. Nach Abtrennen der Schwerpunktsbewegung verbleiben nur noch 3 Freiheitsgrade
fiir das 2-Teilchenproblem.

Nach Einfiihrung des Relativ-Vektors

F:FIS—F2SZF1_F2 (243)
ergibt sich die Bewegungsgleichung fiir die Relativbewegung zu

- = = K }? 1 1 — mi+ Mo = —
pr = (i =) = p(—= = =2y = p(— + VK= p———— K1 = K1 (2.44)
mi mo mq mo m1me
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vor dem Stof nach dem Stof

Abbildung 2.1:

fiir die reduzierte Masse
mims

_ T2 2.45
h= (2.45)

Da das Problem der Schwerpunktsbewegung schon gelost ist (bei Abwesenheit duflerer
Krifte), haben wir also das Zweikorperproblem (6 Freiheitsgrade) auf ein Einkorper-
problem (3 Freiheitsgrade) reduziert.

Zwei einfache Grenzfille hierfiir sind:

1. m; = my = m. Dann wird .
p=gmo, (2.46)

zum Beispiel in der Proton-Proton-Streuung.

2. my > my. Hieraus folgt:

Dann ist die Masse des leichteren Teilchens mafigebend, z.B. bei der Bewegung eines
Elektrons um den Atomkern oder der Erde um die Sonne.
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Kapitel 3

Dynamik

3.1 Folgerungen aus den Newton’schen Axiomen

Die explizite Formulierung der Newton’schen Axiome ist in Kap. 0.0 gegeben.

3.1.1 Masse

Die Kombination des 2. und 3. Axioms (in Kap. 0.0) ergibt fiir den Stof§ zweier Teilchen
mit den Massen m; und ms:

d N —
E(mlvl) = K12 (31)
d . o "
%(mgvg) = K21 == —Klg. (32)
Es folgt:
d
— (P +p2) =0 3.3
i (P1 + P2) (3.3)
mit
als Impuls der Teilchen (i = 1,2). Die Summe der Impulse beim Stof ist zeitlich konstant:
P =P = Apy = —Apy = —(py" — p2) (3.5)
oder A
mo U1
— = 3.6
my |AU2| ( )

wenn die Masse eine vom Bewegungszustand des Korpers unabhéngige Eigenschaft des
Korpers ist.

Obige Gleichung kénnen wir als eine operationelle Definition von "Masse’ ansehen: Wir
kénnen durch Messung von Geschwindigkeiten das Verhéltnis je zweier Massen bestim-
men, d.h. bei Vorgabe einer beliebig, aber fest zu wihlenden "Einheitsmasse’ m; die
Masse mq relativ zu m; bestimmen. Die Frage, ob die Masse eventuell geschwindigkeits-
abhéingig ist, kann durch Stoflexperimente beantwortet werden: Man findet, dafl in der
nichtrelativistischen Mechanik (v < ¢) die Masse als unabhéingig von der Geschwindigkeit
angenommen werden darf.
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3.1.2 Kraft

Da wir die Masse als Skalar eingefiihrt haben, ist die Kraft nach dem 2.Axiom wie die

Beschleunigung ein Vektor: . _
K =mb. (3.7)

Aus dem Vektorcharakter der Kraft folgt noch nicht das Superpositionsprinzip (4.Axiom)
}?:[?14—}?2, (38)

denn dem Vektorcharakter der Kraft wére auch Geniige getan, wenn die resultierende
Kraft

wire. F' soll hier einer moglichen gegenseitigen Beeinflussung der Krifte K, und K,
Rechnung tragen. Das Superpositionsprinzip ist also ein unabhéngiges Axiom, welches
nicht automatisch aus dem Vektorcharakter der Kraft folgt.

3.1.3 Bewegungsgleichungen

Fiir ein System von N Massenpunkten gelten die Bewegungsgleichungen

—

mib; = K;,  i=1,2,3,...,N (3.10)

wobei K; die insgesamt auf Teilchen i wirkende Kraft ist. Sie setzt sich additiv zusammen
aus

1. inneren Kriften,
von der Wechselwirkung mit den (N — 1) Teilchen, fiir die das 3. Axiom gilt.

2. dufleren Kriften,
herriihrend vom Einflufl der Umgebung.

Mathemathisch gesehen sind die Bewegungsgleichungen ein im allgemeinen gekoppeltes
System von Differentialgleichungen 2.0Ordnung fiir die zu berechnenden Bahnen 7;(¢). Man
erhilt eindeutige Losungen, wenn die Anfangsbedingungen

7 (0) =7 ° (3.11)
7;(0) = 4; ° (3.12)
bekannt sind. Dies sind 2-3- N = 6/ N Randbedingungen.

Beispiel: Bewegung eines Teilchens in 1 Dimension:
Aus der Bewegungsgleichung

mz =k (3.13)
folgt
1 rt
2(t)=— | Kdt' +¢ (3.14)
m Jitg



und weiter

o(t) = /ty'c(t’)dt’ + o (3.15)

to
Die beiden Integrationskonstanten ¢; und ¢ sind bestimmt, sobald die Anfangsbedingun-
gen fiir ¢y = 0 bekannt sind:

(tg) = &1 z(ty) = co. (3.16)

3.2 Beispiele fiir die L6sung von Bewegungsgleichun-
gen

3.2.1 Geladenes Teilchen im homogenen elektrischen Feld

Die Kraft auf eine Punktladung ¢ in einem elektrostatischen Feld ist gegeben durch

K =¢E, (3.17)

wobei E die elektrische Feldstirke ist, die wir als rdumlich und zeitlich konstant ansehen
wollen.
Die Bewegungsgleichung lautet dann:

mb = ¢E. (3.18)

Wiéhlen wir das Koordinatensystem so, daf3

E=| o |, (3.19)

i=0 =0 :=2pg, . (3.20)
m
Durch Integration erhalten wir
E,
i=0,(0)  §=0,00) 5=t +0,(0) (3.21)
m

fiir die Geschwindigkeit. Nochmalige Integration fiihrt auf

qkb, ,

r=20+v:(0)t  y=uyo+v,(0)t 2z=2+v.(0)t+ %t : (3.22)
In Vektorschreibweise:
7(t) = o + 5(0)t + QiEt% (3.23)
m
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Wichtige Spezialfille:

1. #(0) parallel E. Wir erhalten

T,y = const. z =z +v,(0)t + QLEth ; (3.24)
m

es liegt eine geradlinig beschleunigte Bewegung vor wie beim freien Fall.

2. #(0) senkrecht zu E.

—

Mit geeigneter Koordinatenwahl erhalten wir fiir 7(0) = v,(0)é,
E,
2(t)=0  y(t)=v,(0)t  2(t) = =g, (3.25)
2m
Fiir die Bahn ergibt sich (wie beim Wurf) eine Parabel:
qE.
t) = ————y°(t). 3.26
(1) = gt (3.26)

3.2.2 Geladenes Teilchen im konstanten, homogenen Magnetfeld

Auf ein Teilchen mit der Ladung ¢ und der Geschwindigkeit ¢ in einem Magnetfeld B

wirkt die Kraft

K = g(ﬁ x B) (c: Lichtgeschwindigkeit)
c

Legen wir das Koordinatensystem so, dafl

0
B=| 0 |,
B,
vy B,
ﬁxg(vaz).
0

Die Bewegungsgleichung lautet dann:

so wird:

by = —v,B, b, =——v,B, b, =0.

me me

Offensichtlich ist b senkrecht zu U, .
v-b=0,
also p p
dtzﬂ: (0 0) =27 b=0
oder
v? = const.
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In 2z-Richtung ist die Bewegung trivial:
v, = const, also: z(t) = zy + v,(0)t. (3.34)

In z, y-Richtung sind die Bewegungsgleichungen gekoppelt. Zur Losung fiihren wir zunéchst
die komplexe Hilfsgrofie

Q(t) = x(t) +1y(t) (3.35)
ein. Differentiation nach ¢ ergibt
Q= +ij = v, +iv, (3.36)
Q = & +1ijj = b, + ib,. (3.37)
Fiir die Variable b, + ib, folgt
: qB. :
b, +ib, = — Uy 3.38
wiby = L= (0, —iv,) (3.39)
oder B
O=—i1220. (3.39)
me
Mit dem Losungsansatz,
Q = Qoe™, (3.40)
folgt durch Einsetzen:
B,
A= —iw\ mit w="2 , (3.41)
mce
also
A =0 oder A\ = —iw. (3.42)

Die allgemeine Losung ergibt sich dann zu:

Q = Qo1 + Qoze™™". (3.43)

Die 2 komplexen Konstanten (Qy; und Qg2 werden bestimmt durch die 4 reellen Anfangs-
bedingungen fiir z(0), y(0), £(0) und §(0):

2(0) +iy(0) = Q(0) = Qo1 + Qo2 (3.44)
Schreibt man (g als
Qo2 = 0¢' = (pcosa + ipsina), (3.46)

d.h. in Polarkoordinaten, so folgt:
(0)2 +9(0)? = v? = w?o? (3.47)

Also ist
0=v,/w, (3.48)
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wobei v, der Betrag der Geschwindigkeit senkrecht zur z-Richtung ist. Fiir die Phase «
findet man analog:

#(0)
g = ———=. 3.49
9(0) (3.49)
Teilt man Q(t) (3.43) wieder nach Real- und Imaginér-Teil auf, so erhélt man:
r = xy + pcos(a — wt), (3.50)
y = yo + osin(a — wt) (3.51)

mit o = x(0) — pcosa und yy = y(0) — psina. Die Bahnkurve beschreibt dann einen
Kreis

(= 20)” + (y — 10)* = o (3.52)
mit Radius ¢ und Mittelpunkt (zg, yo)-

3.2.3 Freier Fall mit Beriicksichtigung der Erdrotation

Approximatives Inertialsystem:
Wir wihlen ein System Y/, dessen Ursprung im Erdmittelpunkt liegt und dessen Achsen-
richtungen fest relativ zu den Fixsternen definiert sind. In ¥’ gilt dann (approximativ):

mb =K, (3.53)

wobei K die Gravitationskraft zwischen dem Massenpunkt der Masse m und der Erde
bedeutet.
Wir begeben uns nun in ein starr mit der Erde rotierendes System 32, dessen Ursprung
auf der Erdoberfliche liegt. Dann gilt nach Kap. 2.2.4 (unter Vertauschung von ¥ und
¥):

V=R+b+2(3x0)+&x (3 x7), (3.54)

wobei I der Vektor vom Erdmittelpunkt o’ zum Ursprung o des mit der Erde rotierenden
Systems Y ist. o bewegt sich auf einer Kreisbahn mit der (konstanten) Winkelgeschwin-
digkeit & der Erdrotation. Daher gilt:

R=ax(@x R, (3.55)
so daf} folgt: _
b=g\) —2(d x0) —d x (J x7), (3.56)
wobei .
L K . . =
dg\) = @ X (Jd x R) (3.57)

die 'effektive’ Schwerebeschleunigung ist.
Wir machen nun die Ndherung, dafi die Fallhohe klein ist gegeniiber dem Abstand R von o

und o', d.h. || < |R|. Dann kénnnen wir & x (@ x 7) gegeniiber @& x (&x R) vernachlissigen.
Die Achsen des Systems X legen wir wie folgt fest: die z-Achse antiparallel zur effektiven
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Schwerebeschleunigung §(\), die x-Achse in Nord-Siid-Richtung, die y-Achse in West-Ost-
Richtung. Dann wird:
& = —wsiny€, + w cos e, (3.58)

wobei v der Winkel zwischen €, und € ist.
Als Bewegungsgleichungen erhalten wir:

I = 2gw cos 7y (3.59)
§ = —2Zwsiny — 23w cos 7y (3.60)
Z=—g(\) + 2gwsin . (3.61)
Als Anfangsbedingungen setzen wir:
2(0)=0  #(0)=0 (3.62)
y(0) =0 7(0) =0 (3.63)
z(0) = 2o 2(0) = 0. (3.64)

Da die Corioliskraft eine kleine Korrektur gegeniiber der Schwerkraft ist, konnen wir die
Lésung als Taylor-Reihe bzgl. w schreiben:

=2 +wry+--- (3.65)
Y=y +wy+- (3.66)
2=z twzm+--- (3.67)

Diesen Ansatz setzt man in die Bewegungsgleichungen (3.59), (3.60), (3.61) ein und be-
achtet, daf} sie identisch in w erfiillt sein muf}. Man erhilt:

1 =10 i =0 2 = —g(N), (3.68)
und
Fo = 27 cosy (3.69)
ijp = —2%, sin~y — 2@y cosy (3.70)
Zo = 291 sin vy (3.71)

fiir die in w linearen Terme.
Dies fiithrt auf:

r1 =0 y1 =0 2 =2y — %g()\)t2 (3.72)
und
G =0 (3.73)
ijo = 2gt sin -y (3.74)
5, = 0. (3.75)
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Eine spezielle Losung ist:
1 .
Ty =10 Yy = ggt sin 7y 29 = 0. (3.76)

Die vollstindige Lésung lautet dann:

w

1
x=0 Yy = 3gt3 sin 7y 2 =2y — —gti. (3.77)

2

Man erhélt also eine ,,Ostabweichung* vom normalen Fallgesetz.

Abschitzung: Fiir v = 45° und 29 = 100m ist die Abweichung y ~ 1,5cm. Der Effekt
ist maximal am Aquator.

3.3 Impuls und Drehimpuls

3.3.1 Impuls

Der Impuls eines Teilchens der Masse m ist definiert als
p= mu, (3.78)

wenn ¥ seine Geschwindigkeit ist. Da m ein Skalar und ¥ ein Vektor ist, ist auch p ein
Vektor. Die Newton’sche Bewegungsgleichung lautet somit:
dp =

— =K 3.79
dt Y ( )
in Worten: Kraft gleich zeitliche Anderung des Impulses. Wirkt keine Kraft, so ist
der Impuls des Teilchens zeitlich konstant:

dp -
d—ZZ =0 — p= const. (3.80)
Fiir ein System von N Teilchen mit den Massen m; ist der Impuls des i-ten Teilchens
gegeben durch:

Seine Bewegungsgleichung lautet:
dp; -
' =K, 3.82

wobei K; die gesamte auf das i-te Teilchen wirkende Kraft ist.
Der Gesamtimpuls der N Teilchen

P =Y j = M7, (3.83)
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ist fiir ein abgeschlossenes System eine Erhaltungsgrofe (,, Konstante der Bewegung®). Es
gilt:

— =YK =K,, (3.84)

wobei I?a die Resultierende aller &ufleren Kréfte ist,

K,=Y K. (3.85)
Die inneren Kréfte heben sich paarweise auf, da zu jedem Term [?ij auch [?ji = —I?ij in

> K; auftritt. Fiir ein abgeschlossenes System gilt:

K;, =0, also auch K, =0, (3.86)
dP .
- = 0 — P = const. (3.87)

Entscheidend fiir die Impulserhaltung eines abgeschlossenen Systems ist also das 3. New-
ton’sche Axiom.

3.3.2 Impulssatz und Galilei-Invarianz

Wir nehmen an, dafl der Impulssatz in einem Inertialsystem 3, gilt:
N N
> mith =Y miv's (3.88)
i=1 i=1

wobei m;, v; die Massen und Geschwindigkeiten zu irgendeiner Zeit ¢, m!, v/; zu einer
anderen Zeit ¢’ sind. Durch die Unterscheidung von m; und m; sowie von N und N’ lassen
wir Massenaustausch zwischen den Teilchen zu.

Der Impulssatz mufl nach dem Relativitéatsprinzip auch in jedem anderen Inertialsystem
Y, gelten:

N N’ .
=1 =1

Dies hat den Erhaltungssatz fiir die Masse

N N’
M=) m=>m (3.90)
i=1 i=1

zur Folge.
Beweis: Wenn ¢ # 0 die Geschwindigkeit der Systeme X, und ¥, relativ zueinander ist,
so gilt:

—
— — — 7

U=u;+7; v, =u;+7. (3.91)

Damit lautet (3.88):
N N NN
Somul; + 7Y my =Y miu; + Y mit, (3.92)
i—1 i—1 i—1 i—1
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und es folgt die Behauptung, da

0=7 (i m; — ngjm) (3.93)

Nach dem Galilei’schen Relativitétsprinzip sind also Impulssatz und Massenerhaltung
miteinander verkoppelt (Hinweis: Die Beziehung gilt nicht in der relativistischen Mecha-
nik).

3.3.3 Beispiel: Rakete im schwerefreien Raum

Gesucht ist die Geschwindigkeit der Rakete als Funktion der sich zeitlich andernden Masse.
Zur Verfiigung steht der Impulssatz, da im schwerelosen Raum keine duflere Kraft auf die
Rakete wirkt.

Diesen konnen wir dann wie folgt formulieren: Zur Zeit t habe die Rakete die Masse
m = m(t) und die Geschwindigkeit v = v(t) relativ zur Erde, die wir als Inertialsystem
ansehen wollen. In der Zeit At &dndere sich die Raketenmasse um A m < 0; dann hat die
Rakete zur Zeit ¢ + A t die Masse (m + Am) bei gednderter Geschwindigkeit (v + A v).
Die (positive) abgestofiene Gasmenge (—A m) hat die Geschwindigkeit (—vg +v + A v)
relativ zur Erde. Nach dem Impulssatz gilt dann:

mu = (m+ Am)(v + Av) + (—=Am)(—vg + v + Av) (3.94)

oder
0 = mAv + Amug . (3.95)

Fiir die Anderung der Geschwindigkeit folgt:
Av 1 Am

= = 3.96
At AL (3.96)
oder im Limes At — 0: p 14
v m
— = —vg——— 3.97
at —  Smdt (3.97)
Integration in der Zeit ergibt:
v =1+ vgln <@> , (3.98)
m
wenn die Rakete zur Zeit tq die Masse my und die Geschwindigkeit vy hatte.
3.3.4 Drehimpuls
Der Drehimpuls [ eines Teilchens mit dem Impuls p’am Ort 7 ist definiert durch
I=Fxp . (3.99)
Mit dp/dt = K folgt
dl’ 4
pri rx K, (3.100)



da 7 x 7 =0, d.h. die zeitliche Anderung von ['ist bestimmt durch das ,Drehmoment*

—

F=rxK. (3.101)

Wirkt kein Drehmoment, 77 = 0, so ist der Drehimpuls konstant:

dl .
7 0 — [ = const (3.102)
Dies ist erfiillt fir
1. K = 0 trivialerweise und fiir
2. ,,Zentralkrifte“
K =k(r)r, (3.103)

wie z.B. bei den wichtigen Fallen der Gravitationskraft oder der Coulombkraft.

Fiir N Teilchen definieren wir den Gesamtdrehimpuls wie folgt:

N
L=>1; =) (7 xp). (3.104)
i=1 i
Die zeitliche Anderung ist dann:
dE N — N —

Der Drehimpuls L ist also zeitlich konstant, wenn das Gesamt-Drehmoment N verschwin-
det.

3.3.5 Drehimpulserhaltung und Galilei-Invarianz

Wir nehmen an, da} der Drehimpuls des betrachteteten Systems in irgendeinem Iner-
tialsystem X, erhalten sei. Fiir den Ubergang von ¥, in ein anderes Inertialsystem X,
gilt:

T, — T — Ut Uy — U; = U; — U, (3.106)

wenn ¥ die Relativgeschwindigkeit zwischen ¥, und X, ist. Es folgt:

> (7 x pi) = D (7 = 0t) x (Bi — my0) (3.107)

) )

oder
L — L+ M7 x (s — ¥st), (3.108)

wobei M die Gesamtmasse, 7y und v; Ort und Geschwindigkeit des Schwerpunktes an-
geben. Wenn keine duflere Kraft wirkt, bewegt sich der Schwerpunkt geradlinig gleich-
formig, also ist

s — Ugt = const. (3.109)

= Der Drehimpuls L #ndert sich beim Ubergang ¥, — ¥, nur um eine additive Kon-
stante.
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3.3.6 Beispiele
Gleichformige Kreisbewegung
Der Drehimpuls [=Fx p steht senkrecht zur Kreisebene und hat den Betrag
[ = mwr?. (3.110)

Er ist konstant, da fiir die gleichférmige Kreisbewegung w und r konstant sind.

Flichensatz

Fiir einen Massepunkt unter dem Einflu} einer beliebigen Zentralkraft folgt aus der Dre-
himpulserhaltung

1. da die Bewegung in einer Ebene stattfindet, aufgespannt durch  und @, und

2. daB die ,,Flachengeschwindigkeit® konstant ist,

dF
i const. (3.111)

Beweis: Wir betrachten die von 2 benachbarten Ortsvektoren 7 und 7+ A7 aufgespannte
Fléche:

A

=
|
|

|

Abbildung 3.1:

AF = S(7Fx [F+ AF]) = 5(F x AT) (3.112)
Die , Flichengeschwindigkeit® ist dann:
dF 1 [

(siehe Kepler’sche Gesetze)
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3.3.7 AuSlerer und innerer Drehimpuls

Wir fiithren als Koordinaten ein:

e die Schwerpunktkoordinate

N
Py = L domir; 5 M=) my (3.114)
M =1 i

und

e die Koordinaten der Teilchen im Schwerpunktsystem

= S

r =T —Ts. (3.115)

Dann li8t sich L umschreiben:

L= 4 7)) x (mi;* + mifls) = (3.116)

[

D7 X 5+ (7 x ) = Lig + L

i

wenn man benutzt:
> omit =05 Y mt;® = 0. (3.117)
i i

Der 1. Term in (3.116) Eint heiflt 'innerer Drehimpuls’; er ist bezogen auf den Schwer-
punkt und unabhéngig von dessen Bewegung im Raum, also unabhéngig vom Beobachter.
Der 2. Term L, heifit ,,” Auflerer Drehimpuls®; er entspricht dem Drehimpuls eines Teil-
chens der Masse M und ist {iber s abhéngig vom Ursprung des Koordinatensystems, also
abhingig vom Beobachter.
Die zeitliche Anderung von L ergibt sich zu:

dL  dLy, dL,
> _ Coint | O 3.118
a - dat o ar (3.118)
wobei .
dLs d_’s - >
L= x d—pt — 7 xK, . (3.119)

Wirkt keine duflere Kraft, K, = 0, so wird

=

L, = const. , (3.120)

und die Anderung von L riihrt nur von der Anderung von Eint her.
Um diese Anderung genauer zu untersuchen, zerlegen wir das Drehmoment

— —

N =327 % [Kia + 30 Kyfl) = 30(7 x Kia) + Y (7 = 75) x K. (3.121)

3 j#t 3 1<j
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Dabei ist I?m die auf Teilchen i wirkende duflere Kraft, und es wurde benutzt, dafl [?ij =
—I?ji nach dem Actio=Reactio-Prinzip. Die weitere Diskussion wird nur fiir den Fall
einfach, dafl die inneren Krifte Zentralkrifte sind, also [?ij parallel 7 = 7 — 7 ist. Dann
entfillt der 2. Term und es wird:

N =Y(7 x K;4) = Ny ; (3.122)

d.h. das Drehmoment riihrt dann nur von den dufleren Kriften her. Fiir ein ’abgeschlos-
senes System’, fiir das

K,=0: N, =0 (3.123)
ist, wird dann . . .
L = const , L, = const , also auch L;,; = const. (3.124)

3.3.8 Austausch von Impuls und Drehimpuls beim Stof3 zweier
(oder mehrerer) Teilchen

Wir betrachten den Stofl zweier Teilchen, zwischen denen eine Zentralkraft wirkt; duflere
Krifte seien nicht vorhanden. Dann gelten Impuls- und Drehimpuls-Erhaltung:

hth=0L"+1 (3.125)
vor dem Stof3 nach dem Stof
Prtpe=p"+p
Fiir die Anderung von Impuls und Drehimpuls von Teilchen 1 bzw. 2 folgt:
Apy = —Ap, : Impuls-Austausch (3.126)
und . .
Al; = —Aly : Drehimpuls-Austausch (3.127)
3.4 Energie

Aufler Impuls und Drehimpuls liefert die Energie wesentliche Auskunft {iber ein physika-
lisches System; fiir viele wichtige Félle ist die Energie zudem eine Erhaltungsgrofle.

3.4.1 Kinetische Energie und Arbeit

Ein Massepunkt der Masse m moge sich unter dem Einflu} einer Kraft K auf einer Bahn
7(t) vom Punkt a nach b bewegen. Die ,von der Kraft K an dem Massepunkt lings des
Weges von a nach b geleistete Arbeit” Wy, definieren wir durch das Linienintegral

b
Wab:/ K-dr, (3.128)
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gebildet langs der Teilchenbahn 7(¢). Entscheidend fiir die geleistete Arbeit ist die Kom-
ponente der Kraft in Richtung des Weges; dem triagt das Skalarprodukt Rechnung. Die
Arbeit ist dann ein Skalar.
Der Zusammenhang der Arbeit W,, mit der kinetischen Energie des Massenpunktes fogt
aus: i
v —

mo = K . (3.129)

Durch Bildung des Skalarproduktes mit ¢ und Integration in der Zeit folgt:

tp dv oo
/ta m<%-0> dt:/ta (K-%)dt. (3.130)

Die rechte Seite dieser Beziehung ist gerade die Arbeit:

b, tp 173 b _,
/ (R-3)dt= [ Kpodt = KTds:/ K- d7, (3.131)
ta a

ta la

wenn der Massepunkt sich zur Zeit ¢, im Punkt a(b) befindet. Kp bezeichnet die Kom-

ponente der Kraft K tangential zur Bahnkurve und s ist die Bogenlénge der durchlaufenen
Bahn. Die linke Seite konnen wir integrieren:

b (dT tod (v my, ., o
m (% -U) dt =m . (5) dt = B (Ub — Ua) (3.132)
mit

v2=u(ty)? , vi=u(t)? . (3.133)

Definieren wir nun die 'kinetische Emnergie’ 7' eines Teilchens der Masse m bei der
Geschwindigkeit v durch:

1 p2
T=-mv’>="— 134
T = o (3.134)
so finden wir
Tb - Ta — ”ab y (3135)

in Worten:
Die von der Kraft K lings des Weges von a nach b geleistete Arbeit ist gleich der Ande-
rung der kinetischen Energie.

Beispiel:,,Freier Fall“.

Ein Korper der Masse m falle unter dem Einflu der konstanten Schwerkraft aus der
Hohe zg, wo er sich zur Zeit t = 0 in Ruhe (#(0) = 0) befinden moge. Fiir die von der
Schwerkraft geleistete Arbeit folgt:

0
W0 = —/ mgdz = +mgzy ; (3.136)
20
sie ist gleich der vor dem Aufprall auf die Erdoberfléche erreichten kinetischen Energie:
m

Ty = Evg =mgz , (3.137)
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da T(0) = 0 auf Grund der Anfangsbedingung.

Erweiterung auf ein System von N Teilchen:
Die kinetische Energie eines Systems von N Teilchen wird definiert durch

N N 1
T=T,=> 5mivf : (3.138)
i=1 i=1
Aus den Bewegungsgleichungen
i— = K; 3.139
kann man wie oben herleiten:
o, b .
Tb—Ta:Z/bKi-ﬁidt:Z/ Krids; = S Wi, = Wy, (3.140)
i Vla i e i

wobei a und b fiir die Position der Teilchen 7; zu den Zeiten ¢, und ¢, stehen. Kz; ist
die Komponente der Kraft K; tangential zur Bahn des i-ten Teilchens; s; die zugehorige
Bogenléange.

3.4.2 Konservative Krifte, potentielle Energie, Energiesatz

Wir beschrinken uns im folgenden der Einfachheit halber auf 1 Massenpunkt. Die De-
finition der Arbeit hingt im allgemeinen nicht nur von den Integrationsgrenzen a,b ab,
sondern auch vom Weg:

th ty
/bK-ﬁdt;é "R - vdt (3.141)
ta ta

Wevg 1 W(;g 2

Weg 1

Weg 2

Abbildung 3.2:

Als besonders wichtig haben sich in der Physik solche Krifte erwiesen, fiir die W, un-
abhéngig vom Verlauf des Weges zwischen a und b wird. Solche Kréfte bezeichnen wir als
“Konservative Krifte“. Im mathematischen Sinne nennen wir eine Kraft ,,konserva-
tiv*, wenn es eine skalare Funktion U(7) gibt, so da8 :

W,y = /bK ~ds = U(a) — U(b) . (3.142)
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Die Funktion U(7) heift ,,potentielle Energie* des Teilchens am Ort 7. Sie ist nur bis
auf eine additive Konstante bestimmt.

Folgerungen:

Arbeit lings eines geschlossenen Weges

Fiir eine konservative Kraft folgt fiir die Integration iiber einen beliebigen geschlossenen
Weg:
fKTds ~0. (3.143)

Energiesatz
Fiir eine konservative Kraft ergibt sich:
T,+U(®b) =T,+Ula) . (3.144)
die Gesamtenergie des Teilchens
E=T+U (3.145)

ist also konstant.

Beispiel: Massepunkt unter dem Einflufl der Schwerkraft
by _, b
/ K -idt = —/ mgdz = mgz, — mgz, = U(a) — U(b) . (3.146)
ta a

Da U nur bis auf eine additive Konstante festgelegt ist, kénnen wir U so ,nominieren®,
dafl an der Erdoberfliche U(0) = 0 ist. Dann ist die potentielle Energie U(h) = mgh
des Teilchens in der Hohe A iiber der Erdoberfliche gleich der Arbeit, die man gegen
die Schwerkraft leisten mufl, um den Massepunkt von der Erdoberfliche auf die Hohe h
anzuheben, ohne seine kinetische Energie zu dndern. Fillt der Massepunkt aus der Hohe
h ,frei“, so ist

1
E = imv2 + mgz = const. = mgh (3.147)

fiir jeden Punkt der Bahn, falls der Massepunkt bei z = A in Ruhe war. Die Zunahme an
kinetischer Energie ist gleich der Abnahme der potentiellen Energie.

Berechnung der Kraft K aus der potentiellen Energie U(7)

K=—| % | =—grad U = -VU. (3.148)
Dabei bedeutet OU /Ox die 'partielle Ableitung’ der Funktion U = U(z,y, 2) bei festen
Werten vy, 2.
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Beweis:

1. Aus Gleichung (3.148) folgt
b
Wy = / Kpds = Ua) — U(b). (3.149)

denn:

by -, b
K -ddt = —/ (gradU) - dF =

_/ <—da: a—Udy —dz>: /dU Ula) — U(b). (3.150)

Das ,totale Differential“ dU ist die Anderung von U beim Ubergang vom Punkt 7 zum
infinitesimal benachbarten Punkt 7+ dr*

oU oU ou
dU = axd +8—d —i—a—dz gradU - dr;. (3.151)

2. Gibt es eine Funktion U, welche
b
Wy = / Krds = U(a) — U(b) (3.152)

erfiillt, so ist
2

p .
E=—+U 3.153
v (3153)

die Gesamtenergie des Teilchens, und wegen der Energieerhaltung folgt fiir die zeitliche

Ableitung von E:
dE. d 2 d
() + s -

At dt dt
dp, 0OU dp, 0OU dp, oOU

i g My = 3 — 1] =0. 154

U(dt+8x>+vy<dt+8y tu | T, 0 (3.154)

Wenn die Kraft K nicht von der Geschwindigkeit abhingt, sind die ( )-Klammern von @
unabhéngig. Da ¢ beliebige Werte annehmen kann, folgt

dz"’ — K, = —g—g etc. fiir y, 2 . (3.155)

Fiir ein konservatives System von N Teilchen ergibt sich dann:
K; = —grad,U = —V,;U (3.156)
fiir die auf Teilchen ¢ wirkende Kraft, wobei

U - U(Fl,FQ, . FN) . (3157)
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Beispiel:
Die potentielle Energie eines Teilchens sei gegeben durch:

U= %+b, (3.158)

mit
r? =2 4yt + 2. (3.159)
Die zugehorige Kraft ist eine Zentralkraft:

—

- a T
K= —grad (%) = —a— ; 1
gra (7") ar3 ; (3.160)
dabei wurde benutzt: 9 /1 4 /1 5 )
r —1\ z
—(Z)=="(2). == =(—=)Z, 161
ox (r) dr (r) ox <T2> r (3.161)

3.4.3 Invarianzen von U; Separation der Schwerpunktsenergie
Translationsinvarianz

Die Eigenschaft
U(r;) = U(7; + @) (3.162)

fiir beliebige Vektoren @ hat zur Folge, dal U nur von den inneren Koordinaten des
Systems von N Teilchen abhéingen darf, z.B. den Abstandsvektoren

Py =T 5, (3.163)
also

U=U(#) . (3.164)
Dann folgt aus V.U = _6jU

K = —Kj; (3.165)
wegen 7;; = —77;. Dies ist nun gerade das Actio=Reactio-Prinzip, aus dem wir zusam-

men mit den Bewegungsgleichungen den Impulssatz hergeleitet hatten. Der Impulssatz
ist also eine direkte Folge der Translationsinvarianz.

Drehinvarianz

Es gelte
U(ri) =U(3') (3.166)

wobei 7 " aus 7; durch eine beliebige Drehung hervorgeht. Es folgt, dafl U sich als Funktion
der Abstédnde
rig = |7 — 7] (3.167)

darstellen lassen muf} ,
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Die zwischen 2 Teilchen 7, j wirkende Kraft ist dann eine Zentralkraft:

-Ktij = k(rij)f;j s (3169)
da fiir eine beliebige Funktion f(r) gilt:
0 df or df x
— =——=—-——= ; fii : 1
8a:f(r) 9 dr o g(r)x; ebenso fir y, z (3.170)

Fiir Zentralkrifte gilt der Drehimpulssatz, der sich somit als Folge der Drehinvarianz
erweist.
Invarianz gegen Zeit-Translationen

Bei der Energieerhaltung hatten wir vorausgesetzt, daf§ U nicht explizit von der Zeit ¢

abhingt,
oUu
—=0. 3.171

Diese Gleichung kann auch aufgefaft werden als Folge der Invarianz von U gegen Zeit-
Translationen, ¢ — ¢t + At bei beliebigem At. Der Energiesatz ist also eine Folge der
[nvarianz gegen Zeit-Translationen.

Galilei-Invarianz

Die skalare Funktion U = U(7;) dndert sich unter einer Galilei-Transformation nicht. Fiir
die kinetische Energie ergibt sich:

T’:%Zmi(ﬁi—ﬁ)Q:T—ﬁ-ﬁ—i—%MvQ. (3.172)
Da fiir ein System mit U = U(7;) der Impuls P= >, m; - U; erhalten ist, d&ndert sich die
kinetische Energie nur um eine additive Konstante,
T" =T + const , (3.173)
d.h. der Energiesatz fiir ein abgeschlossenes System
E=T+U = const (3.174)

ist Galilei-invariant wie Impuls- und Drehimpuls-Satz.
Wihlen wir speziell das Koordinatensystem ¥ als Schwerpunktsystem, so ist P = 0, also:

1
T'=T+3Mv* =Ty + T, (3.175)

Ti,t bedeutet die interne kinetische Energie, T, die Schwerpunktsenergie bzgl. des Sy-
stems ¥’ mit den Geschwindigkeiten #;’. Da U = U(#;) sich beim Ubergang ¥ — ¥
nicht dndert, konnen wir von der Gesamtenergie eines abgeschlossenen Systems stets die
Schwerpunktsenergie abtrennen,

E =T, + Ejy , (3.176)

wobei Fj die Energie im Schwerpunktsystem ist.
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3.4.4 Zwangskrifte; Reibungskrifte

Alle uns bekannten fundamentalen Krifte sind konservativ im Sinne der Gleichung
b
Wy = / Kopds = Ua) — U(b), (3.177)
d.h. es gilt der Energiesatz. Dies schliet den Fall der ,,Lorentz-Kraft*“ (Kraft eines

Magnetfeldes B auf eine mit der Geschwindigkeit ¢ bewegte Ladung ¢) ein,

KE=%wxB). (3.178)

c

Da K stets senkrecht zur Bewegungsrichtung steht,

=

K-7=2(FxB)-7=0, (3.179)

leistet sie keine Arbeit, geht also in die Energiebilanz iiberhaupt nicht ein.

Kréfte, fiir die stets K7 gilt, treten auch in der Mechanik in Erscheinumg, wenn man
die Freiheitsgrade des Systems durch Zwangsbedingungen einschrinkt: ,,Zwangskrafte®.
Einfachstes Beispiel ist die Bewegung eines Massepunktes auf einer Kreisbahn. Dabei
sind die Ortskoordinaten der Zwangsbedingung r = const unterworfen. Um eine solche
Kreisbewegung zu realisieren, ben6tigt man eine Zwangskraft, die stets senkrecht zu ¢
steht, in Form einer radial nach unten gerichteten Fadenkraft. Weitere Beispicle (UB):
Fadenpendel, schiefe Ebene.

Schliefflich gibt es Kréfte, die in die Energiebilanz eingehen und zu Energieverlust des
Systems fiihren: ,,Reibungskréfte®. Sie werden zur Beschreibung der Bewegung eines
Korpers in einem Gas oder einer Fliissigkeit oder auf einer Unterlage (Gleitreibung) ein-
gefiihrt.

Reibungskrifte sind im einfachsten Fall proportional zu :

K,=—ci; ¢c>0. (3.180)
Dann erleidet das System wegen
th th
Ry 7dt = —c/ v? dt < 0 (3.181)
ta ta

einen Energieverlust.

Das Auftreten von Reibungskréften steht nicht im Widerspruch zu der obigen Aussage,
daf alle fundamentalen Kréfte konservativ sind, denn Reibungskrifte sind keine konserva-
tiven Krifte, sondern resultieren von einer pauschalen Beschreibung der Wechselwirkung
z.B. zwischen den Molekiilen einer rollenden Kugel und denen der Unterlage, auf der die
Kugel rollt.
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Erginzung: Vektor-Eigenschaft von grad U

1. Addition
Wenn U (7) = Uy (7) + Us(7), so folgt aus den Regeln der Differentiation:

grad U = grad U; + grad Us , (3.182)

die fiir Vektoren erklirte Verkniipfung der Vektor-Addition. Ebenfalls gilt fiir die
Multiplikation mit einer reellen Zahl

a grad U = grad(aU) . (3.183)

2. Transformationsverhalten bei Drehungen
Die skalare Funktion U(7) ordnet jedem Raumpunkt 7 eine reelle Zahl zu, die sich bei
Drehung des Koordinatensystems nicht dndert. Es gilt also fiir die skalare Funktion

U unter Drehungen:
U(xy,xg,w3) = U' (2, 2y, 23) (3.184)

wobei die Komponenten von 7 (siche Kap. 1.3.2) bei einer Drehung mit der Matrix
d;; sich &ndern wie:

ap =Y dyz;  mit Y dipdin = O - (3.185)
j i

Es folgt nach der Kettenregel fiir die Differentiation:

oU'(a, x4, 25) OU (21, 29,73) 015 oU (x1, xo, x3)
oz’ =2 Ox; oxh 2 dy Ox; ’

J t J

(3.186)

d.h. die Komponenten von grad U transformieren sich bei Drehungen wie die Kom-
ponenten von 7. In Gleichung (3.186) wurde dabei benutzt:

Z dzka:; == Zdikdija?j = Z(Skja:j = Tk (3187)
i i, J

unter Verwendung von (3.185).
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Kapitel 4

Anwendungen der Newton-Mechanik

4.1 Zentralkrifte

Eines der wichtigsten Probleme der Theoretischen Physik ist die Bewegung von 2 Mas-
senpunkten unter dem Einflufl einer Zentralkraft. Es finden sich Anwendungen in der
Himmelsmechanik, der Atomphysik und der Kernphysik.

4.1.1 Reduktion der Freiheitsgrade

Wir betrachten ein abgeschlossenes System zweier Teilchen ohne duflere Krifte,

—

K.=0. (4.1)

Zwischen den Teilchen wirke eine Zentralkraft

—

~ r ~
Ko = —gradU = f(r); = —Kn (4.2)

mit

7= 12:T1—T2:—F21- (4-3)

Die Bewegungsgleichungen in den Koordinaten 7, 75,
mll;l = [?12 mggg = [?21 (44)

kénnen auf Schwerpunkts- und Relativkoordinaten

— 1 — — — — —
Ty = M(mlrl -+ ’I’I’I,QTQ) r=nTry—7"Te (45)
umgerechnet werden. Aus
mlgl + mggg = I?lg + I?gl =0 (46)
folgt
d? -
@7"5 = bs =0. (47)



Die Losung ist bekannt: es liegt eine geradlinig, gleichférmige Bewegung fiir den Schwer-
punkt vor.

Fiir die Relativbewegung erhélt man durch Differenzbildung

- o K K 1 1 -
R NR R Y (19
mq mo mq mo
oder . .
Ur = K12 =K (4 9)

mit der ,reduzierten Masse“ u,

1 1 1 my + msy

= = (4.10)
Hooomy My mimsy

Damit ist das Zweikorperproblem reduziert auf das aquivalente Einkorperproblem
fiir ein fiktives Teilchen der Masse p unter dem Einfluf der Kraft K. Statt der 6 Differen-
tialgleichungen sind nur noch 3 Differentialgleichungen zu losen.

Mit Hilfe von Energie- und Drehimpulssatz gelingt es, das Problem auf nur 1 Freiheitsgrad
(in der Variablen r) zu reduzieren. Aus der Drehimpulserhaltung

['= const (4.11)

folgt, daf die Bewegung eben ist. Wir kénnen also ohne Beschriankung der Allgemeinheit
die Parameterdarstellung (in der x, y-Ebene)

T COS
7= rsing (4.12)
0

wiahlen. Im weiteren interessiert nur die Energie der inneren Bewegung,
1
Einy = 5i0” + U(r), (4.13)

die wir auf folgende Form umschreiben kénnen:

oL, P
mt_Ql”a 2;””2

+U(r). (4.14)
Diese Gleichung enthélt nur noch 1 Variable (r) und ihre zeitliche Ableitung (7).

Beweis: Fiir die Geschwindigkeit erhalten wir aus (4.12)

T COS ¢ —rgsinp
T=| rsing |+ | rocose | =r€ +1PE,. (4.15)
0 0
Da
€ - €, =0, (4.16)
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folgt

E = g(fa +rpEs)? + U(r) = g( 24 r2%) + U(r). (4.17)
Die Winkelvariable ¢ 148t sich mit Hilfe des Betrages von f, der ja zeitlich konstant ist,
eliminieren:

| = p|7 x ¥ = prp q.e.d. (4.18)

Anmerkung: Der Gesamtdrehimpuls der beiden Teilchen 148t sich in einen &ufleren
(Schwerpunkts-) Anteil und einen inneren Anteil zerlegen. Fiir Zentralkrifte sind bei Ab-
wesenheit duflerer Krifte beide Anteile separat erhalten. [ bezeichnet den inneren Anteil,
d.h. den Relativ-Drehimpuls der beiden Teilchen. Die Gleichung (4.13) kann interpre-
tiert werden als Energie fiir eine 1-dimensionale Bewegung in der Variablen r mit einer
effektiven potentiellen Energie

l2
1
Ueﬁ' = 2”7”2 + U(T), (419)
also )
E = §m«2 + Ulg(r). (4.20)

Der aus der kinetischen Energie stammende Term [?/(2ur?) = U, wird dabei als ,,Zen-
trifugalpotential® U, der potentiellen Energie zugeschlagen.
Zur Erlauterung der Bezeichnung , Zentrifugalpotential® bilden wir die zugehorige Kraft,

2

- [
K, = —gradlU, = —¢, = purw?e,, (4.21)
ur

die aus dem Produkt von g und der Zentrifugalbeschleunigung besteht.

4.1.2 Klassifikation der Bahnkurven
dU/dr < 0 fiir alle r

(Abb. 4.1) Da U, ebenfalls iiberall abstofend ist, hat Ulg(r) (mit der Normierung Ul g(c0) =
0) folgenden qualitativen Verlauf:

Zu fester Energie E sind nur Bahnen mit » > ry moglich, da fiir » < ry die kinetische
Energie T, negativ, d.h. die Geschwindigkeit r imagindr wire. Die erlaubten Bahnen
heiflen ,,ungebundene Zusténde* oder ,,Streuzustinde®.

d*U/dr? > 0 fiir alle r
(Abb. 4.2)

L. lim Ugg(r) — oo

r—00

Da stets 7, > 0 sein muf} , erhélt man nur ,,gebundene Zustinde*: r; < r < rs.
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eff

erlaubt

verboten

\ 4

Abbildung 4.1:
2. Normierung: Uyg(oo) = 0 (Abb. 4.3)

Fir £ > 0 erhélt man ungebundene Zusténde, gebundene fiir £ < 0.

3. Normierung: Uyg(oo) = 0 (Abb. 4.4)

Fir £ > U, gibt es nur ungebundene Zustinde mit beliebigem r > 0. Wenn
0 < E < Uy, konnen sowohl gebundene als auch ungebundene Zusténde existieren.
Fiir £ < 0 gibt es nur gebundene Zusténde.

Gleichgewicht: In den Féllen 1.) und 2.) wirkt fiir » = r, keine Kraft, da

dU
eff

—= = 0. 4.22
( dr >7"7'e ( )

Das Gleiche gilt fiir Fall 3.) im Punkt r = r,,. In diesen Punkten befindet sich das System
im Gleichgewicht.

In Fall 1.) und 2.) ist dieses Gleichgewicht , stabil®.

Im Fall 3.) ist das Gleichgewicht ,instabil“: Bei einer kleinen Auslenkung aus der Gleichge-
wichtslage wirkt eine Kraft, die das Teilchen noch weiter vom Gleichgewicht wegzutreiben
sucht.

4.1.3 1/r’~Krifte
Fiir den praktisch wichtigen Fall

U=+5  ¢>0 (4.23)

49



\ erlaubt /
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Abbildung 4.2:
wollen wir die Bahnkurven explizit bestimmen.
Die innere Energie ist dann
1 ., I c
E = Tl + 22 + o= const (4.24)
und der Energiesatz liefert:
dE I? c
0= i — — 2. 4.25
dt " (MT pr3 + 7“2) (425)
Da im allg. 7 # 0, folgt als Bewegungsgleichung:
[2 c
P— —F - =0. 4.26
i e F 3 (4.26)
Fiir [ = 0 erfolgt die Bewegung lings einer Geraden (¢ = 0):
[=0— 7| @ (4.27)

Um die moglichen Bahnkurven r = r(y) fiir [ # 0 zu finden, fiilhren wir die neue Variable

1 ,dw_dwﬂ 1 dr

Ly dw _dwdr 1 dr 4.2
v r i dy dr dy r2dp (4.28)
ein und bilden (¢ = [/(ur?))
. drdyp Ldr [l dr [ dw
" dy dt gpdgo ur? dp i dp (4.29)
sowie I dd | 2
w w w
r Hdt d(p /deg02g0 H2T2 d(p2 ( )



\ erlaubt
E>0
ver- I”e
. S
|
boten\ erlaubt
verboten
Abbildung 4.3:
Dann geht die Bewegungsgleichung (4.26) iiber in:
2 (d*w e
—— | == +— | = 4.31
/m“2<d<,02+w l2> 0 (4.31)
bzw. »
e
d—(p2 +w = :Fl—2. (4.32)

Die Losung der inhomogenen Differentialgleichung 2. Ordnung (4.32) setzt sich zusammen
aus der allgemeinen Losung der homogenen Differentialgleichung w,

w -
d—(,02 +w =0, (433)
gegeben durch
W = Acos g+ Bsing = acos(p — @), (4.34)

und einer beliebigen Losung der inhomogenen Gleichung. Eine solche Losung ist (fiir
d*w/dp?* = 0)

w=F5. (4.35)
Die allgemeine Losung von (4.32) lautet also:
pe
w = acos(p — o) ¥ b, (436)
oder mit (4.28)
r(Fl+ecos(p— o)) =D : (4.37)
wobei wir die Abkiirzungen
al? I
£=—), p=— (4.38)
pe pe
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o 4 erlaubt
E>U,
Um
0<SE<U,
laubt
> r

verboten

E <0

Abbildung 4.4:

eingefiihrt haben. Die Integrationskonstante a bzw. ¢ ist durch die Energie bestimmt. Wir
erhalten nach elementarer Algebra unter Ausnutzung von (4.37) und

. .dr [ p esin(¢ — o)
_ 4.39
" dp  pur? (F1+ecos(p — ¢o))? (4.39)

(nach etwas lidnglicher Rechnung) fiir die Energie

ho B o opd
E == +-=— —1). 4.40
2 + 2ur? r 202 (e ) ( )

Die Gleichung (4.37) ist die allgemeine Form eines Kegelschnittes. Durch geeignete Wahl
des Koordinatensystems, auf das sich r, ¢ beziehen, kénnen wir (4.37) auf die Normalform

r(Fl+ecosp)=p >0 (4.41)
bringen. Wir unterscheiden:

1. U = —c¢/r: Anziehung, d.h. r(¢) = p/(1 + ecosp). Dann sind folgende Félle
moglich:
(a) € = 0: Kreis; es liegt ein gebundener Zustand mit E < 0 vor.

(b) 0 < e < 1: Ellipse; hier liegt ebenfalls ein gebundener Zustand mit E < 0 vor
(Abb. 4.5).

(c) e = 1: Parabel; in diesem Fall wird E = 0, es liegt ein ungebundener Zustand
vor.

(d) e > 1: Ast einer Hyperbel, der den Ursprung r = 0 umschliet; ungebundener
Zustand mit £ > 0 (Abb. 4.6).
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B,B’ = Brennpunkte
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Abbildung 4.5:

2. U = c¢/r: AbstoBBung, d.h. 7(p) =p/(—1 + e cosp).
Dann muf € > 1 sein, da andernfalls 7 negativ wiirde. Man erhélt den zu Fall 1.d)
komplementdren Hyperbel-Ast (Abb. 4.7).

Beispiele:

e Atomarer Bereich:
Ein Beispiel fiir Fall 2.) ist die Elektron-Elektron- oder Proton-Proton-Streuung. Fiir
das Elektron-Proton-System sind die Bahnen von Fall 1.) moglich, d.h. es kénnen
gebundene Zusténde sowie Streuzustinde (je nach Energie F) existieren.

e Planetenbewegung (siehe Kap. 4.2)

4.2 Planetenbewegung; Gravitation

4.2.1 Kepler-Gesetze

Die Kepler-Gesetze beschreiben die Kinematik der Planetenbewegung:

1. Die Planetenbahnen sind Ellipsen, in deren einem Brennpunkt die Sonne
steht.

2. Der Radiusvektor von der Sonne zum Planeten iiberstreicht in gleichen
Zeiten gleiche Flichen.

3. Die Quadrate der Umlaufzeiten verschiedener Planeten verhalten sich
wie die Kuben der groflen Halbachse ihrer Ellipsenbahnen.

Das 2. Gesetz ist der 'Flachensatz’ und zeigt, zusammen mit der im 1. Gesetz enthal-
tenen Aussage, dafl die Bahnen eben sind, daf§ der Drehimpuls erhalten ist. Die fiir die
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Asymptoten

Abbildung 4.6:

Planetenbewegung verantwortliche Kraft ist also eine Zentralkraft. Da die Bahnen Ellip-
sen sind, mit dem Kraftzentrum in einem der Brennpunkte, schlieflen wir aus Kap. 3.4.3,

daf die Zentralkraft von der Form
- cr c
ist, d.h. fiir die potentielle Energie gilt:
Ur) =-S5, e>0. (4.43)
r
Diese Gleichungen sind folglich die dynamischen Grundlagen fiir die Kepler-Gesetze 1.)
und 2.).
Um das 3.Gesetz zu erkldren, greifen wir auf den Fliachensatz
dF [
— = — (4.44)
dt  2p
zuriick, wobei wir die Masse m durch die reduzierte Masse p ersetzt haben. Integration
in der Zeit ergibt:
[
F=—T, (4.45)
21

dabei ist T' die Umlaufzeit und F' die Fliche der Ellipse:
_ 2mp

=T =="ab, (4.46)

F =mab
wenn a die grofle, b die kleine Halbachse der Ellipse ist. Ersetzt man

1. " +r = 2a (Definition der Ellipse)

2. a®> = b* + ¢ = b* + £%a® mit ¢ = ¢/a (Pythagoras)
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Asymptoten

Abbildung 4.7:

3. (2a —r)? =1 =12 4+ 4¢% + 4cr cos p (Cosinus-Satz nach 1.)
4. r(l4+ecosgp) = (a*—c*)Ja=b/a=p

und
b2
I = pcp = pe—, (4.47)
a
so folgt:
T2 472 a?b? i _ 47T2/La3
[2 c
Nach Kepler sollte der Faktor 472y /c fiir alle Planeten gleich sein. Um dies zu iiberpriifen,
betrachten wir das allgemeine

(4.48)

4.2.2 Gravitationsgesetz

nach dem sich 2 beliebige (elektrisch neutrale) Massenpunkte im Abstand r durch eine
Zentralkraft .

% N2’

K = o (4.49)
anziehen. Dabei sind v; und 7, fiir die Massenpunkte charakteristische Konstanten. Sie
sind den (in die Bewegungsgleichung eingehenden) Massen m; und msy proportional. Diese
Aussage ist keineswegs trivial, sondern folgt aus dem Experiment, z.B. dem , freien Fall*:
Fiir einen frei fallenden Korper gilt (nahe der Erdoberfliche)

_1E
R3’

mb =

(4.50)

wobei m die ,,trige Masse“ des Korpers ist, v und v die Konstanten fiir den Koérper
bzw. die Erde; Rp ist der Erdradius. Vergleicht man nun den freien Fall zweier Korper 1
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und 2, so folgt:
myby _n

. 4.51
maby V2 ( )
Da man experimentell stets b; = by findet, erhélt man
mo_n (4.52)
ma Y2

Die Masse m und der Faktor v unterscheiden sich also nur um einen universellen konstan-
ten Faktor, so dafl die Kraft auch geschrieben werden kann als:

mime ’F

K=-T (4.53)

r? or
fiir zwei Korper mit den Massen m; und msy im Abstand r.
Die Konstante v wird (bis auf einen Dimensionsfaktor) als ,,schwere Masse* eines
Korpers bezeichnet. Gleichung (4.52) bedeutet dann die ,Aquivalenz von schwerer
und triger Masse®.
Damit lautet das 3. Keplersche Gesetz (4.48) mit ¢ = I'mymsy:

2 47r2m1m2 3 471'2 3
— a = a
c(my + my) ['(my + my)

(4.54)

Das Verhéltnis 72 / a? ist also fiir alle Planeten (praktisch) konstant, da mpaner <K Msonne-

4.2.3 Aquivalenz-Prinzip

Auf Grund der Aquivalenz von triiger und schwerer Masse (4.52) wirkt auf einen
Korper der Masse m im Schwerefeld der Erde die Kraft

K =mg, (4.55)
wobei die ,Schwerefeldstdarke* ¢ unabhingig von den Eigenschaften des betrachteten
Korpers ist. Daher erfahren alle Kérper an einem bestimmten Ort die gleiche Beschleuni-
gung

b=g. (4.56)
Dieses Resultat hat eine wichtige Konsequenz:
Stellt ein Beobachter fest, daf verschiedene (elektrisch neutrale) Kérper am gleichen Ort
die gleiche Beschleunigung g erfahren, so kann er dies auf zweierlei Art interpretieren:

1. Das System ist ein Inertialsystem ¥ und befindet sich in einem Gravitationsfeld,
welches jedem Korper die gleiche Beschleunigung ¢ erteilt.

2. Die beobachteten Korper sind frei bzgl. irgendeines Inertialsystems X, aber das
Beobachtersystem ist ein beschleunigtes Bezugssystem Y. Ist seine Beschleunigung
bg, so héngt eine relativ zu ¥’ gemessene Beschleunigung b’ mit der Beschleunigung
bk bzgl. ¥ zusammen durch:

b = by, — b. (4.57)
Sind die betrachteten Korper also frel b, = 0, so erfahren sie relativ zum Beobachter
in ¥ eine Beschleunigung b’ —by. Der experimentelle Befund 148t sich also auch

mit bo = —¢ erkléren.
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Fazit: Ein Beobachter kann nicht feststellen, ob sich sein Labor in einem homogenen
Schwerefeld befindet oder in einem beschleunigten Bezugssystem. Dieses ,,Aquivalenz-
prinzip® ist die Grundlage der Allgemeinen Relativititstheorie.

4.2.4 Beispiele:
Schwerelosigkeit in einem Erdsatelliten
Minimalgeschwindigkeit zum Verlassen des Erdfeldes

Nach Kap. 4.1.3 ist die ,Fluchtbedingung” (Grenzfall der Parabel!) gegeben durch

1 mM

E=-mw*—-T— =0. 4.58

5 1Y R, (4.58)

Dabeiist Rg der Erdradius, M die Erdmasse und m die Masse des betrachteten Korpers;

ist die zugehorige reduzierte Masse, welche durch m ersetzt werden darf, solange m < M,

v ist die Relativgeschwindigkeit des Korpers zur Erde. Aus obiger Gleichung folgt fiir die
,Fluchtgeschwindigkeit

2I'M 4 m

~ 10" —

Rg sec

(4.59)

Vp =

unabhéngig von der Masse des Korpers, solange m < M.

4.2.5 Gravitationsfeld einer statischen Massenanordnung

Eine Masse m' am Ort 7 = 0 iibt auf eine andere am Ort 7 # 0 befindliche Masse m die
Kraft

K =mg (4.60)
aus mit —_.
mr

§(F) = ——— . 4.61

g(r) . (4.61)

Interpretation: Die Masse m’ erzeugt am Ort 7 ein 'Gravitationsfeld’, dessen Stérke
(,,Schwerefeldstéirke®) durch g(7) gegeben ist. Die Feldstérke g ist eine Vektor-Funktion,
die jedem Raumpunkt 7 ein Tripel reeller Zahlen g,(7), g,(7), g.() zuordnet, die sich
bei Drehungen wie die Komponenten eines Vektors verhalten. Dabei zeigt g(7) stets in
Richtung auf den Koordinatenursprung.

Die der Kraft (4.60) entsprechende potentielle Energie ist

U(7) = me(7) (4.62)
mit .
Mﬂz—zl- (4.63)

Die Groe ¢(7) heifit das zu g gehorige "Potential’. Kennt man ¢(7), so kann man g(7)
berechnen iiber:
G = —grad¢ . (4.64)
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Die Funktion ¢(7) beschreibt ein ’skalares Feld’. Sie ordnet jedem Raumpunkt genau
eine reelle Zahl zu.

Das Gravitationsfeld eines ruhenden Massenpunktes kénnen wir uns durch seine "Feldlini-
en’ veranschaulichen: Die Tangente an eine Feldlinie gibt in jedem Punkt 7 die Kraftrich-
tung an, und die Dichte der Feldlinien ist ein Maf fiir den Betrag der Kraft. Im Fall eines
einzelnen Massepunktes ist das zugehorige Feld stets radial zum Massenpunkt hin gerich-
tet. Die Flichen konstanten Potentials sind dann Kugeloberflichen, deren gemeinsames
Zentrum im Koordinatenursprung liegt (sieche Abb. 4.8).

Aquipotentialflache

Y
A

Feldlinie

Abbildung 4.8:

Generelle Aussage: )

Verschiebt man eine beliebige Probemasse innerhalb einer Aquipotentialfliche, so dndert
sich das Potential ¢ nicht, also:

09 o o

—dr + —dy+ —dz = (gradd) - dr = —g - dr = 0. (4.65)

49 = oz dy 0z

Da dF # 0, folgt, daB § senkrecht zu den Aquipotentialflichen steht. Dies gilt fiir jedes
Feld, dessen Feldstéirke sich als Gradient eines skalaren Feldes schreiben 1ift.

Die praktische Bedeutung liegt in seiner Anwendung auf (diskrete oder kontinuierliche)
Massenverteilungen. Nach dem Superpositionsprinzip (Kap. 0.0) gilt fiir die Schwere-
feldstirke, erzeugt von N Massenpunkten m; an den Orten 7;:

o Yoo(F—7)
(7)=-I>_m, 7 (4.66)
i=1 i
oder fir das Potential:
— al my;
o(r) = —FZ = (4.67)
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Abbildung 4.9:

Fiir eine kontinuierliche Massenverteilung sind obige Summen durch Integrale zu ersetzen:

§(@) = -T / o(F") f;ﬁ:;/% &r (4.68)
und )
3(7) = —F/ |7§’_TF,| & (4.69)

wobei o(7) die Massendichte bezeichnet (siehe Abb. 4.9).

Beispiel: Homogene Kugel:

AN 90 TJ S R
o(r") = { 0 sonst (4.70)

Wir fiithren die Volumenintegration in Polarkoordinaten durch (vgl. Abb. 4.10).

Abbildung 4.10:

Man verwendet:

do? d
o = (F—")? =r? 41 =2 cosV ; % = 20% = 277’ sin ¥;
dv
20 = 2r7' sin 19%. (4.71)
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Es ergibt sich

R pm r2m dpr'y'dd ' sindd
B(7) = —Fgo/ / / 090 (4.72)
2w ’19 d 2 1—‘ R Omax
= —Fgg/ / dr'dddy ———— rPsinddo 2 Qo/ / r'dr'do.
rr'sind d T 0 Jomin

Fall 1: r > R (Umam =7r + rl70—min = r — ,,,,I)
2nloo [ I 4 M

. (/ P = (=) dr’ = == SR =~ (4.73)
0

r 3 T

o) = -

Hier geht nur die Gesamtmasse M und der Abstand r ein.

r

Fall 2: r < R Fiir die Integration unterscheiden wir: i) r > ', d.h. 0yee = 7 + 1/, Oppin =
r—r'und ii) ' > r, d.h. oy =7+ 1’ 0min = 1" — 1. Die elementare Integration ergibt:

2l
¢(F):_7TQO(/ "(r+r"—(r—r") dr+/ (r+7r" = (" —1)) dr)
r 0
ol . R 2,2
—— QO(/ 2r'2dr'+/ r'2r dr') = =47l o [R?_%] - (4.74)
T 0 r

Das Gravitationsfeld 7(7) folgt dann als negativer Gradient von ¢(7), d.h. §(7) = —V (7).

4.3 Kleine Schwingungen

4.3.1 Der lineare harmonische Oszillator

Die Bewegungsgleichung fiir einen ,,linearen harmonischen Oszillator* lautet:

mi = —kx k>0, (4.75)
oder mit .
2= — 4.76
wO m7 ( )
i+ wiz = 0. (4.77)

Die allgemeine (reelle) Losung der Differenzialgleichung (4.77) lautet dann:
x = Aj coswyt + Ag sinwgt (4.78)

oder
z = C'sin(wpt + 0). (4.79)

Sie enthilt 2 Integrationskonstanten A; und Ay bzw. C'und 4. In (4.79) gibt 0 die Phase der
Schwingung zur Zeit t = 0 an; die Amplitude C ist weiterhin mit der Energie verkniipft,
was man wie folgt sieht: Die potentielle Energie des Oszillators ist:

U(x) = %W. (4.80)
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Der Energiesatz lautet also:

1 1
E = §m3':2 + 5/%"2 = const. (4.81)

oder
c* o

E = 7 {mwg cos? (wgt + (5) + k sin? (wot + (S)} = (482)

In den Umkehrpunkten z = £C' ist also die kinetische Energie 7' = 0, die potentielle
Energie U maximal. Umgekehrt ist in der Gleichgewichtslage (z = 0) die potentielle
Energie U = 0 und die kinetische Energie maximal (siche Abb. 4.11).

U

A

y X Y E=T+U=const.
T /
E=U E=T Y
/ U
A4 Y > x
U=0
Abbildung 4.11:
Beispiel: Fadenpendel (Abb. 4.12)
Die Anderung des Drehimpulses ist gegeben durch
4 —i(mﬂ')—(?x K), = —mglsin (4.83)
PN ¥) = z = g ¥ .
oder
b+ %sin o =0. (4.84)
Fiir kleine Ausschlige, sin ¢ ~ ¢, folgt
@+ wip = 0 mit wi = % (4.85)

Fiir groflere Pendelausschlige erhélt man eine ’anharmonische Schwingung’.

4.3.2 Dampfung
Wir erweitern die Bewegungsgleichung (4.77) zu:

i+ wiz + 2B =0, B >0, (4.86)
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\ 4
<

K=mg

\ 4

X

Abbildung 4.12:

wobei der geschwindigkeitsabhingige Term (2/54) eine Ddmpfung beschreibt. Mit dem
Losungsansatz x(t) = e erhalten wir durch Einsetzen in (4.86):

M4+ wi+28A=0 (4.87)

)\1,2 = —5 + \/52 - M(Q). (488)

Die allgemeine Losung von (4.86) ist dann eine Linearkombination der Basislésungen
eMt und e*?!. Fiir die weitere Diskussion sind folgende Fille zu unterscheiden:

mit den beiden Losungen

i) f < wy (schwache Dampfung)

Mit
f2— wt=iw (4.89)
konnen wir die allg. Losung schreiben als
o(t) = (Are™! + Age ™) e ¥ (4.90)
mit den Integrationskonstanten A; und A,, oder in reeller Form:
z(t) = ce Plsin(wt + ). (4.91)

Diese Gleichung beschreibt eine geddmpfte Schwingung (siehe Abb. 4.13).

ii) f = wy (kritische Dampfung)

Dann wird \; = Xy und der Ansatz x = e* liefert nur eine der beiden Basislésungen. Als
zweite Basislosung erweist sich

x(t) = te P! (4.92)
Die allg. Losung im ,,aperiodischen Grenzfall“ hat dann die Form:
x = Ae Pt 4+ Agte™ Pt (4.93)
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Abbildung 4.13:

iii) /> wy (starke Dampfung)

Wir setzen
V2 —wi=v>0 (4.94)

und bekommen als allg. Losung:
x = (A" + Age)e . (4.95)
Wir erhalten dann eine aperiodische Bewegung; da § > v strebt z(t) — 0 fiir grofe t.

Energiebilanz: Multiplikation von (4.86) mit mi liefert:

4 (%gﬁ + §x2> — _9mBi? < 0. (4.96)

Der Oszillator verliert also auf Grund der Reibung (~ /) dauernd Energie.

4.3.3 Erzwungene Schwingungen; Resonanz

Wir betrachten einen geddmpften harmonischen Oszillator unter Einflu} einer &ufleren
Kraft f(t):

i+ wir + 261 = %f(t). (4.97)

Die allg. Losung setzt sich zusammen aus der allg. Losung der homogenen Gleichung
und einer spez. Losung der inhomogenen Gleichung; letztere wollen wir fiir den wichtigen
Spezialfall einer periodischen Kraft bestimmen,

%f(t) = fpcoswt. (4.98)
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Wihlt man den Ansatz:
x = & cos(wt — ) (4.99)

so folgt aus (4.97):

1 ((wg - w2) cos (wt — ) — 2pwsin (wt — go)) = fo coswt. (4.100)
Man findet nach Quadrieren von (4.100) unter Verwendung der Additionstheoreme

cos(aw — B) = cosav cos B+ sina sin 3

sin(a — ) =sina cos f —cosa sin (4.101)
fiir den Phasenwinkel ¢:
2Pw
t = 4.102
R (4.10)
und fiir die Amplitude
€= Jo (4.103)

\/(w2 — W)+ 43202
Zu der speziellen Losung der inhomogenen Gleichung tritt noch die allgemeine Lésung
der homogenen Gleichung, d.h. eine freie gedimpfte Schwingung. Wegen des Faktors e~
ist dieser Anteil nach geniigend langer Zeit abgeklungen und es bleibt die inhomogene
Losung als ,,stationire Losung*, unabhéingig von den Anfangsbedingungen.

Die Amplitude £ und Phase ¢ der stationdren Losung haben folgenden Verlaufin Abhéngig-
keit von w (siehe Abb. 4.14):

/2

Abbildung 4.14:
Fiir kleine Frequenzen w kann das System der &ufleren Kraft (praktisch) ohne Verzogerung

folgen: ¢ — 0 fiir w — 0. Mit wachsendem w nimmt ¢ zu, erreicht fiir w = wy, wo die
Frequenz der dufleren Kraft gleich der "Eigenfrequenz’ w, des Oszillators ist, den Wert
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7/2 und strebt fiir w — oo gegen den Wert 7, wo der Osillator gegenphasig zur dufleren
Kraft schwingt.

Fiir den Sonderfall 5 — 0 wechselt ¢ sprungartig von 0 auf 7 fiir w = wy (gestrichelte
Linie in Abb. 4.14). Die Amplitude & hat fiir w = 0 den Wert fy/w?. Falls wg > 242

wichst € mit steigender Frequenz w, erreicht ein Maximum fiir w, = \/w? — 232 < wy und
strebt dann monoton gegen null (siehe Abb. 4.15).

S

!
0)a O)0
Abbildung 4.15:

Fiir starke Dimpfung, 2/3% > w?, bildet sich kein Maximum aus; £ strebt mit wachsendem
w gegen Null, beginnend bei fq/w? fiir w = 0.

Von besonderer Bedeutung ist die Frequenz w = wy. Dort passiert die Phase ¢ den Wert
7/2 und die von der dufleren Kraft geleistete Arbeit wird maximal ("Energieresonanz’).
Beweis: Wir berechnen die von der dufleren Kraft wihrend der Zeit T = 27/w am
Osrzillator geleistete, mittlere Arbeit:

Wf:%/OTKfidt:mTfo/oTabcoswtdt, (4.104)
wobei
& = —¢wsin (wt — @) (4.105)
ist. Ergebnis:
W; = fm o . (4.106)

(? — wf)” + (26w)”
Aus der Forderung:
d d Bm fiw?

@Wf(w) T dw (W2 — wd)” + (2Bw)? =0 (4.107)

findet man, daf§ die mittlere auf den Oszillator iibertragene Energie W, ein Maximum
hat fiir w = wy.

65



Die zugefiihrte Energie W, kompensiert exakt die Energie, die der Oszillator auf Grund
der Démpfung - gemittelt iiber die Periode T" - verliert (4.96), d.h.

_ 1 (TdFE 2mp T, —
_ = g = 2 dt = —W +. 4.108
=T o dt T Jo g ! ( )

Beispiele:

1. Ionenkristalle, z.B. NaCl
Fillt eine Lichtwelle auf einen solchen Kristall, so versetzt das oszillierende, elektri-
sche Feld der Lichtwelle die positiv geladenen Ionen in Schwingung relativ zu den
negativ geladenen Ionen. Der Kristall nimmt dabei Energie auf, die der Lichtwelle
entzogen wird; die Absorption von Energie durch den Kristall ist maximal, wenn
die Frequenz w des Lichtes zusammenfillt mit der Eigenfrequenz wy des Kristalls.

2. Durch Abstimmung eines elektrischen Schwingkreises kann man die Eigenfre-
quenz wy eines Radios auf die Frequenz w der Radiowelle eines bestimmten Senders
einstellen. Der Empfinger absorbiert dann hauptséichlich Radiowellen des gewiinsch-
ten Senders.

3. Mikrowellenherd
Durch Abstimmung der Frequenz der Mikrowelle wy werden resonant Schwingun-
gen der H,O Molekiile angeregt; die aufgenommene Schwingungsenergie wird in
thermische Energie durch Wechselwirkungen umgesetzt.

4.3.4 Gekoppelte harmonische Schwingungen
einfaches Beispiel: 2 gekoppelte Pendel (Abb. 4.16)

Y =Y

Abbildung 4.16:

2 Teilchen mit den Massen m; und ms, die sich nur léings einer Geraden (x-Achse) bewegen
konnen, seien miteinander durch eine anziehende Kraft (k) gekoppelt, die proportional zur
Differenz der Auslenkungen aus der Ruhelage (21 = 0, 2 = 0) wéchst. Auflerdem sollen
die Teilchen durch Federkréfte (&1, k2) an ihre Ruhelagen gebunden sein. Dann lauten die
Bewegungsgleichungen:

miE, = —kixy — k(x) — x3) (4.109)
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inQ = —]{52.1'2 - ]{I(.’L‘Q - .’L‘l). (4110)

Die Terme —kjzq und —ksxs sind ,duBlere Krifte“, dagegen ist ko = —k(x; —x2) = —ky
eine ,innere Kraft®, fiir die das Actio=Reactio-Prinzip gilt.
Zur Losung der Bewegungsgleichungen formen wir um:

k
By 4 wit) = —xy (4.111)

my

. 5 k
To +wixry = —11 (4.112)

my

mit bk
W= BNy (4.113)
m;

Struktur des Problems:

Fiir £ = 0 hatten wir 2 entkoppelte Oszillatoren; fiir £ # 0 beschreiben die rechten Seiten
von (4.111) und (4.112) die Kopplung.

Wir betrachten weiter den vereinfachten Fall:

mlzmgzm;k1:k2:k0—>w1:w2:w0 (4114)
also:
i 4wy = L (4.115)
1 o+l m 2 .
. 2 k
To + wyTy = —x1. (4.116)
m

Mit dem Ldésungsansatz

T =aicoswt ; Ty = agcoswt (4.117)
folgt
k
(wi — w?)a; — —ap = 0 (4.118)
und .
——a; + (w§ — w?)ay = 0. (4.119)
m

Damit das lineare Gleichungssystem fiir die Unbekannten a; und as nicht-triviale Losun-
gen hat, mufl die Determinante der Koeffizienten verschwinden:

w? — w? —k
also: 2
(wh —w?)? == (4.121)
m

Die Losungen sind:
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1. we = ,/ko;—%; dann folgt:

d.h. die Teilchen schwingen in Gegenphase (,,antisymmetrische Schwingung*).

ap = —day, (4122)

2. wg = %: In diesen Fall erhilt man eine ,,symmetrische Schwingung*,
a; = ay, (4123)
d. h. die Feder k£ wird iiberhaupt nicht beansprucht. Daher schwingen die Teilchen
mit der ungestorten Frequenz w = 4/ %, so als wire die Kopplung nicht vorhanden.

Im Fall 1.) dagegen wird die Feder k wihrend der Schwingung gestreckt bzw. zusammen-
gedriickt. Die allgemeine Losung ist eine Superposition beider Losungen und lautet:

x1 = Agcos(wst + as) + A, cos(wgt + ), (4.124)

Ty = Agcos(wst + a) — Ay cos(w,t + ). (4.125)
Sie enthélt 2 - 2 = 4 freie Konstanten (A, A,, a5, «,) entsprechend der Zahl der Frei-
heitsgrade des Systems.

Die oben gefundenen Schwingungstypen legen es nahe, ,,Normalkoordinaten* ein-
zufiihren:
qs = T1 + T2 (4.126)
Ja = T1 — T2 (4.127)

In den Variablen ¢y, g, liegen dann entkoppelte Bewegungsgleichungen vor:

k
. 2
s+ ——]q, =0, 4.128
q <w0 m) q ( )

k
Ga + (w% + —> ga =0, (4.129)
m

wie man leicht durch Einsetzen in (4.115) und (4.116) sieht. Entsprechend findet man fiir
die Energie:
m . ko
E =i+ i+

m . ko k

EJZS—FEZL'S—FE(IL}—ZL‘Q)Q
My ko oy moy ko4 2k,
_4qs+ 4qS+ 4qa+ 4 qa

Das oben skizzierte Verfahren der Entkopplung von Schwingungen durch Einfiihrung von
Normalkoordinaten ist in der harmonischen Ndherung generell moglich.

(4.130)

Beispiel: Schwingungen von Molekiilen und Kristallen.
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Kapitel 5

Relativistische Mechanik

5.1 Spezielle Relativititstheorie

5.1.1 Lorentz-Transformation

Das Galilei’sche Relativitétsprinzip (siehe Kap. 2.1) lautet: Die Grundgesetze der Me-
chanik haben in allen Inertialsystemen die gleiche Form. Dabei sind zwei Inerti-
alsysteme 3 und ¥’ miteinander verkniipft durch eine Galilei-Transformation (siche Kap.
2.1.2)

=7 — Ut; t'=t, (5.1)

woraus fiir die Geschwindigkeiten folgt:

Die Beziehungen (5.1) und (5.2) sind zu benutzen, wenn zwei Inertialbeobachter, die
sich mit der konstanten Geschwindigkeit ¢ relativ zueinander bewegen, ihre Messungen
vergleichen wollen.

Die Newton’schen Bewegungsgleichungen sind (als Grundgesetz der Mechanik) in der Tat
invariant unter Galilei-Transformationen, da nach (5.1) und (5.2) gilt

0 =0b (5.3)

und die Masse in der Newton’schen Mechanik eine vom Bewegungszustand unabhéngige
Eigenschaft eines Massenpunktes ist. Die Erhaltungssétze fiir Energie, Impuls und Dre-
himpuls sind ebenfalls Galilei invariante Aussagen (vgl. Kap. 3.3 und 3.4).

Das Galilei’sche Relativitétsprinzip hat sich fiir ’kleine’ Teilchengeschwindigkeiten gut
bewéhrt. Schwierigkeiten ergeben sich jedoch: i) fiir ’schnell bewegte’ Teilchen und

ii) bei der Ubertragung auf die Elektrodynamik, speziell die Optik.

Bewegt sich ndmlich eine Lichtquelle gegeniiber einem Beobachter mit der Geschwindig-
keit 7, so wire nach (5.2) die Geschwindigkeit eines von der Lichtquelle ausgehenden
Signals ¢ & vy, je nachdem ob sich Lichtquelle und Beobachter einander ndhern oder von-
einander entfernen. Die Maxwell-Gleichungen (siehe Elektrodynamik), speziell die Wel-
lengleichungen im Vakuum konnten dann nur in einem einzigen Bezugssystem gelten.
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Alle Versuche (wie z.B. der Michelson-Versuch), die die Existenz eines solchen absolut
ruhenden Systems nachzuweisen, sind eindeutig gescheitert.

Die richtige Konsequenz aus diesem offensichtlichen Problem zog Einstein. Seine Spezi-
elle Relativitdtstheorie baut auf 2 Postulaten auf:

1) Die Naturgesetze sind in allen Inertialsystemen gleich.

2) Die Ausbreitungsgeschwindigkeit von Lichtsignalen im Vakuum ist in allen
Inertialsystemen gleich.

Da die Postulate 1.) und 2.) nicht mit (5.1), (5.2) vertriglich sind, miissen wir nach
einer neuen Transformation fiir den Ubergang von einem Inertialsystem X auf ein anderes
Inertialsystem Y suchen.

5.1.2 Herleitung der Lorentz-Transformation

Wir betrachten zwei Inertialsysteme 3, ', die sich mit konstanter Geschwindigkeit v = vy
(der Einfachheit halber) in z-Richtung relativ zueinander bewegen. Ein Lichtsignal werde
vom Ursprung O von ¥ zur Zeit =0 ausgesandt, wobei O gerade mit dem Ursprung O’
von X' zusammenfillt. Nach dem Einstein’schen Relativititsprinzip miissen 2 Beobachter
in ¥ und ¥’ die Ausbreitung des Lichtsignals nach den gleichen Gesetzen beschreiben.
Fiir den Beobachter in X breitet sich das Signal als Kugelwelle mit Ursprung in O aus,
deren Front zur Zeit ¢t den Abstand r = ¢t von O hat. Die Wellenfront ist also bestimmt
durch:
r?=a? +y* + 22 = A (5.4)
Fiir den Beobachter in ¥’ liegt das Zentrum der Kugelwelle in O’, fiir ihn gilt anstelle von
(5.4):
7”’2 — .%',2 _|_y/2 + 212 — 0215,2. (55)

Die Beobachtungen (5.4) und (5.5) sind mit (5.1) nicht vertréglich, denn aus (5.5) folgt
mit (5.1):
(x —vt)® +y* + 2% = 1, (5.6)

was fiir v # 0 nicht mit (5.4) iibereinstimmt. Wir versuchen nun (5.1), (5.2) so zu modi-
fizieren, da§ durch die neue Transformation (5.4) und (5.5) ineinander iibergehen.

Die gesuchte Transformation mufl linear sein, damit die kréiftefreie Bewegung eines Teil-
chens im System ¥ auch in jedem anderen Inertialsystem X' kréftefrei ist: die Bahnglei-
chung 7 = ¥t + const. in ¥ muB beim Ubergang auf ¥’ eine in # und #' lineare Beziehung
ergeben. Wegen der Homogenitdt von Raum und Zeit kénnen wir ¥ und ¥’ stets so wéhlen,
daf fiir t=0 die Punkte O und O’ zusammenfallen; die gesuchte Transformation ist dann
homogen. Fiir den oben gewihlten Fall

7= (v,0,0) (5.7)

kann man auf Grund der Raum-Isotropie die Achsen in Y’ immer so wihlen, dafl die
x'-Achse dauernd mit der x-Achse zusammenfillt. Fiir einen Punkt auf der z-Achse mit
y = 0 = zin ¥ gilt dann auch in ¥’ stets: ¢y = 0 = 2'. Damit zerfillt die gesuchte
Transformation

(z,y, 2, ct) — (2,9, 2, ct') (5.8)

70



derart, dafl
(z,ct) = (2!, ct") (5.9)

und
(v, 2) = (¢, %) (5.10)

Durch eine Drehung um die z-Achse kann man dann stets erreichen, daf3
y=\y; 2= A\; (5.11)
wegen der Gleichwertigkeit der Systeme ¥ und ¥’ mufl dann A = 1 sein:
y' =i 7 =z (5.12)
Fiir die Transformation (5.9) setzen wir an:
¥ = a\x + ast; t' = asx + aaqt. (5.13)

Da der Ursprung O’ von ¥’ relativ zu ¥ die Geschwindigkeit v hat, folgt aus

0= a T + CLQt (514)
sofort
ay = —aqv. (5.15)
Also wird aus (5.13):
' = ay(x — vt); t' = asx + aqt. (5.16)

Die restlichen Koeffizienten a;, a3, a4 bestimmen wir aus der Forderung, daf} (5.5) mit
(5.12), (5.16) in (5.4) iibergehen soll. Damit

(a2 — a3c®)a® +y* + 2% = 2(ajv + Cazay)xt + (Paj — aiv®)t? (5.17)
fiir alle z,y, z,t mit (5.4) tibereinstimmt, muf} gelten:
a? — c*a; = 1; a2 — f*a? = 1; alv + caza, = 0 (5.18)

mit der Abkiirzung

v
B = e (5.19)

Die Kombination der ersten beiden Gleichungen in (5.18) ergibt
adal = (a? = 1)(1 + Ba?); (5.20)

damit folgt aus der 3. Gleichung in (5.18) (aufgeldst nach agay):
0B = (a2 = 1)(1 + Fa?) = a? + alB? — a6 — 1, (5.21)

also 1
—aj+ 1+ % =0 —al = 5 (5.22)
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Mit (5.22) ergibt (5.18):

B 2, ,_ai—1 B
e G =~ = aq (5.23)

ai =1+

Die Wahl der Vorzeichen steht noch aus: Fiir f — 0 sollen (5.12) und (5.13) in (5.1)
iibergehen, also:

N _ b
a1 = Q4 = ﬁ, asg = _017\/—7@ (524)
Die Lorentz-Transformation lautet damit:
x — vt t —vx/c?
o = 1_52; y/:y; ZI:Z; t’:71_62_ (525)
Die Umkehrung
! tl t, !/.2
x:u-y:y’;zzz';t: e (5.26)

I
erhédlt man durch Ersetzung von v durch —v, d.h. durch Vertauschen der gleichberechtigten
Systeme ¥ und X'.

5.1.3 Raum-Zeit Diagramme

Die Zusammenhénge zwischen Inertialsystemen lassen sich in einem Raum-Zeit Diagramm
darstellen. Aufler der Koordinate xy = ct betrachten wir noch eine reprisentative Orts-
Koordinate x;. Punkte (xo, z1), oder allgemein (zg, 1, 2, 23), in diesem Diagramm heiflen
Ereignisse oder Weltpunkte. Die Verbindung zweier Weltpunkte durch eine Weltlinie
kann die Bahn eines Massenpunktes oder eines Lichtsignals sein.

Entscheidend fiir die Darstellung von Ereignissen in verschiedenen Inertialsystemen ist
die Tatsache, dafl der Weltabstand eines Ereignisses vom Ursprung

s? = c*t? —r? (5.27)

invariant unter Lorentz-Transformationen ist (siehe (5.4), (5.5)). In der 2-dimensionalen
Darstellung in der xy, x;— Ebene ist

r? = a7 (5.28)

zu setzen; allgemein:
r? =2t + x5 + 23 (5.29)

Nach (5.4) ist die Lichtausbreitung, d.h. die Weltlinien von Photonen, gekennzeichnet
durch
s = 0. (5.30)

In der 2-dimensionalen Darstellung reduziert sich (5.30) auf die beiden Geraden
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nimmt man eine weitere Ortskoordinate 9 hinzu, so erhilt man aus (5.31) durch Rotation
um die x¢-Achse einen Kegel (Lichtkegel), im allgemeinen Fall einen Hyperkegel in 4
Dimensionen. Gleichung (5.30) beschreibt fiir 25 < 0 ein Lichtsignal, das am Ursprung
(0, 0) eintrifft, fiir y > 0 ein Lichtsignal, welches von (0, 0) ausgesandt wird.

Der Lichtkegel unterteilt den Minkowski-Raum (Abb. 5.1) in 2 Bereiche fiir
s* >0 und s* < 0. (5.32)

Das Gebiet s? > 0 umfafit die Vergangenheit, z, < 0, aus der ein Beobachter in (0,0)
Signale empfangen kann, und die Zukunft, xq > 0, in die er Signale senden kann. Pky-
sikalisch von uns realisierbare Weltlinien verlaufen immer im Gebiet s> > 0, da ¢ die
Grenzgeschwindigkeit fiir den Transport von Materie oder Energie darstellt (siehe unten).

xO
S*=0 T S*=0

Zukunft

Vergangenheit

Abbildung 5.1:

Das Gebiet s> < 0 ist fiir uns nicht erreichbar; wir konnen weder dorthin gelangen,
noch von dort (nach dort) Signale empfangen (senden). In diesem (raumartigen) Gebiet
konnte es Teilchen geben, fiir die die Lichtgeschwindigkeit ¢ eine untere Grenze bildet (Ta-
chyonen). Solche Spekulationen sind jedoch fiir die weitere Formulierung der Mechanik
ohne Bedeutung.

Bemerkung: Die obige Unterteilung von Vergangenheit, Zukunft und raumartigen Welt-
punkten (s* < 0) ist in jedem Inertialsystem diesselbe, da der trennende Lichtkegel eine
Lorentz-Invariante ist!

Um 2 Inertialsysteme ¥, in einem Minkowski-Diagramm darzustellen, schreiben wir
(5.25) in der Form

zy = (o — f11); ) = y(z1 — Bo) (5.33)

mit der Abkiirzung

1
1= = (5.34)
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Die z/-Achse ist dann die Gesamtheit aller Punkte mit z{, = 0; umgekehrt ist die z{-Achse
durch z} = 0 bestimmt. Dann folgt aus (5.33):

0 =(xg — Br1) = 29 = fa1; 0="y(x; — Pro) — 21 = Py. (5.35)

Die Achsen in ¥’ sind also Geraden durch den Ursprung, die symmetrisch zum Lichtkegel
liegen und gegen die Achsen in ¥ um den Winkel a geneigt sind, fiir den gilt:

tana = 3. (5.36)

Abbildung 5.2:

Zur Festlegung von (Zeit- und Lingen-) Einheiten benutzen wir, daf§ die Grofe s? Lorentz-
invariant ist. Der Schnittpunkt der Hyperbel (bzw. des einschaligen Hyperboloids)

s = —1 (5.37)

mit der (positiven) x;- bzw. z{-Achse ist der Punkt (0,1) in ¥ bzw. ¥'; er definiert die
Léngeneinheit. Der Schnittpunkt der Hyperbel (bzw. des zweischaligen Hyperboloids)

s =+1 (5.38)

mit der (positiven) xy- bzw. z{-Achse ist der Punkt (1,0) in ¥ bzw. ¥/, der die Zeiteinheit
definiert.
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5.2 Konsequenzen der Lorentz-Transformationen

5.2.1 Addition von Geschwindigkeiten
Ein Massenpunkt bewege sich in ¥ mit der Geschwindigkeit

dr

o (5.39)

U=

Wir suchen nun den Zusammenhang von ¢ mit der von einem anderen Inertialbeobachter
in Y’ festgestellten Geschwindigkeit des Massenpunktes

i

v = ot (5.40)
Dazu bilden wir die Differentiale zu (5.25):
v VU,

dr' = y(dx — vdt) = y(v, — v)dt; dt' = v(dt — gdx) =(1—- ?)dt. (5.41)

Dann wird
U’:d_yI:@ V1= 5 = Al (5.42)

Yoodr dt (1 —wug/c?) (1 —vv,/c?) '

und ebenso

, dZ dz J1=-p37 V1=75? (5.43)

YT g T dt (1 —ovg/?) vz(l — v /c?)’
da dy' = dy, dz' = dz. Dagegen erhalten wir fiir v, mit (5.41):

, _d'  dx /1 B2 Uy — U (5.44)

Ve = g T dt (1 —vvg/?) (1 —wvvg/c?)

Spezialfall: Fiir vy = v, = 0 wird

UII = m, 'Uy = 0,'UZ = O, (545)
und man erhéalt fir den Grenzfall
v <e
V= Uy — (5.46)
gerade (5.2) und im Limes
i) v — ¢
vl — ¢, (5.47)

womit ¢ die Rolle einer Grenzgeschwindigkeit spielt.
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5.2.2 Lorentz-Kontraktion

Wir betrachten einen Stab der Linge [y, der im System X ruht und (der Einfachheit
halber) in z-Richtung liegen moge. Die Koordinaten der Endpunkte des Stabes zi,xo
sind dann unabhéngig von der Zeit ¢ in ¥ und es ist

lo = T2 — T (548)

die Ruheldnge des Stabes. Um die Linge des Stabes in einem System ', das sich re-
lativ zu ¥ mit der Geschwindigkeit v in z-Richtung bewegt, zu berechnen, mufl man die
Koordinaten der Endpunkte ), 2!, gleichzeitig in X', d.h. zu einer Zeit t| = t, = ¢/,
bestimmen; die so bestimmte Linge

I'=al, —a} (5.49)
ist dann geméf (5.25) mit [y verkniipft durch:
lo =12 — 2y = y(ah — ) =~ (5.50)
oder
! lo
I'=—<ly, (551)
v

da v > 1. Der gegeniiber dem Stab bewegte Beobachter in ¥’ beurteilt dessen Linge also
kiirzer als die Ruheléinge in ¥: Lorentz-Kontraktion. Senkrecht zur Bewegungsrichtung
ergeben Langenmessungen in ¥ und ' das gleiche Resultat.

Wenn umgekehrt ein Beobachter in ¥ einen in ¥’ ruhenden Stab mifit, stellt auch er
nach dem Relativitétsprinzip eine Verkiirzung fest, nicht etwa eine Verldngerung! Die
Lorentz-Kontraktion bedeutet keine Verdnderung des Objektes Stab, sondern nur eine
unterschiedliche Betrachtungsweise der Beobachter in ¥ und ¥'. Entscheidend fiir das
Verstédndnis der Lorentz-Kontraktion ist der Begriff

5.2.3 Gleichzeitigkeit

Wir betrachten zwei Ereignisse, die im Inertialsystem X in den Punkten z; und x5 mit
x1 # x9 zur gleichen Zeit ¢, = ty = t stattfinden. Nach der Lorentz-Transformation (5.25)
sind die beiden Ereignisse in einem anderen Inertialsystem Y nicht nur rdumlich getrennt,
x| # b, sondern finden dort auch zu verschiedenen Zeiten | # t} statt: Das Ereignis, das
zur Zeit t am Ort z; in ¥ stattfindet, wird in X' zur Zeit

t) =yt — vz, /c?) (5.52)
beobachtet; entsprechend das Ereignis, das in ¥ am Ort x5 zur Zeit ¢ stattfindet, zur Zeit

th = y(t — vay/c?) (5.53)
in X', Also ist

At =t, —t] #0 (5.54)

falls 21 # x9. Die in ¥ gleichzeitigen Ereignisse sind in ' nicht mehr gleichzeitig.
Gleichzeitigkeit kann immer nur in einem bestimmten System definiert werden und geht
beim Ubergang auf ein anderes System verloren. Damit mufl das Newton’sche Konzept
der absoluten Zeit aufgegeben werden. Damit zusammen héngt auch die
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5.2.4 Zeitdilatation

Wir betrachten einen Sender am Ort x im System 3, welcher im Abstand
At =1y — 1y (5.55)

Signale aussendet. Fiir einen Beobachter in einem System X', welches sich ldangs der x-
Achse von ¥ mit konstanter Geschwindigkeit v bewegt, ergibt sich nach (5.25) der zeitliche
Abstand der Signale zu

At =t, —t] = yAt > At. (5.56)

Die in ¥ gemessene Zeit At ist also linger als die in ¥ gemessenen Eigenzeit 7 = At des
Senders (Zeitdilatation). Beobachter in verschiedenen Inertielsystemen messen also ver-
schiedene Zeitabstinde der Signale, berechnen aber iiber (5.56) alle die gleiche Eigenzeit
7. Analog zur Lorentz-Kontraktion bedeutet die Zeitdilatation nicht eine Verdnderung
des Objektes Sender.

5.2.5 Kausalitit und Grenzgeschwindigkeit von Signalen

Das Kausalitétsprinzip besagt: Wenn ein Ereignis A Ursache eines anderen Ereig-
nisses B ist, so darf es kein Inertialsystem geben, in dem B vor A stattfindet.
Andernfalls kénnte man durch Wechsel des Bezugsystems die zeitliche Reihenfolge von
Ursache und Wirkung vertauschen.

Als Folge des Kausalitétsprinzips ist die Lichtgeschwindigkeit ¢ im Vakuum eine obere
Grenze fiir die Ubermittlung von Information in Form von Energietransport (Lichtsignal)
oder Massentransport (Austausch von Teilchen).

Erlduterung: Ein Neutron moge im System ¥ am Ort A entstehen (z.B. durch den Zerfall
eines angeregten Atomkerns) und sich von dort zum Ort B bewegen, wo es zerfillt. Dann
darf es nach dem Kausalitéitsprinzip kein anderes Inertialsystem Y’ geben, fiir dessen
Beobachter das Neutron in B zerfillt bevor es in A entstanden ist.

Wir nehmen nun an, das Neutron bewege sich mit Geschwindigkeit v = nc¢ mit n > 1 und
zeigen, daf} dies im Widerspruch zum Kausalitdtsprinzip steht: In ¥’ findet man fiir das
Zeitintervall At' zwischen Entstehung und Zerfall des Neutrons

At = (At — vAz/c?), (5.57)

wenn Y’ sich relativ zu ¥ mit der Geschwindigkeit v langs der x-Achse bewegt. At ist die
Laufzeit des Neutrons in ¥, Az die entsprechende Strecke,

Ax = ncAt. (5.58)

Damit wird: v
At = yAt(1 - 1, (5.59)
c

und da n > 1 angenommen war, kann man v < ¢ so wihlen, daf

(1- 77—:) <0. (5.60)
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Es gibe dann ein System Y’ in dem At' < 0 bei At > 0, d.h. in dem das Neutron in B
zerfillt, bevor es in A entstanden ist!

Bemerkung: Die obigen Uberlegungen schlieBen nicht aus, da8 geometrische Geschwin-
digkeiten > ¢ auftreten. Man kann z.B. den Lichtfleck, der auf dem Mond von einem von
der Erde ausgesandten Laserstrahl erzeugt wird, mit einer Geschwindigkeit > ¢ iiber die
Mondoberfliche wandern lassen. Dies widerspricht nicht dem Kausalitdtsprinzip, denn der
Weg des Lichtflecks auf dem Mond ist nur die Gesamtheit der Auftreffpunkte einzelner
Lichtimpulse, von denen jeder die Strecke Erde-Mond mit der Geschwindigkeit ¢ zuriick-
legt. Die Geschwindigkeit des Lichtflecks ist nicht mit dem Transport von Masse oder
Energie auf der Mondoberfldche verbunden! Geschwindigkeiten > ¢ kénnen auch bei der
Ausbreitung elektromagnetischer Wellen in dispersiven Medien in Form von Phasenge-
schwindigkeiten auftreten.

5.2.6 Beispiele und Erlduterungen
Lebensdauer von Myonen

Ein Beispiel fiir die Zeitdilation liefert die Beobachtung von Muonen (u*), welche beim
Eintritt der kosmischen Strahlung in der Erdatmosphére entstehen, an der Erdoberfliche.
Die Myonen entstehen zwischen h,,,;, = 10 Km und h,,,.,, = 20 Km {iber der Erdoberfliache;
ihre Mindestlaufzeit ist dann

>=

At =

”;m ~ 30 - 10 %sec. = 30pus. (5.61)
Die Lebensdauer eines (ruhenden) Myons ist jedoch nur 7 &~ 2 us, was einer maximalen
Laufstrecke von ¢7 &~ 600 m entsprechen wiirde! Folglich diirften nach der Newton’schen
Mechanik die in den oberen Schichten der Erdatmosphére entstandenen Myonen die Erd-
oberfliche iiberhaupt nicht erreichen!

Der scheinbare Widerspruch 16st sich im Rahmen der Einstein’schen Relativititstheorie
zwanglos: Der Zerfall der Myonen ist eine Struktureigenschaft und damit die Lebensdauer
7 vergleichbar der Eigenzeit einer Uhr. Die Lebensdauer im Ruhesystem ist daher von der
auf der Erde gemessenen Zeit At zu unterscheiden; Gleichung (5.56) zeigt, da8 fiir 5 ~
0.98 die obigen Werte fiir 7 und At miteinander vertriglich sind. Umgekehrt 16st sich das
Problem aus der Sicht des Ruhesystems des Myons durch die Lorentz-Kontraktion der
Strecke von der oberen Atmosphére zur Erdoberfliche.

Lorentz-Kontraktion im Minkowski-Diagramm

Wir betrachten einen in ¥ ruhenden Einheitsmafistab, der zur Zeit ¢ = 0 die Endpunkte
O und A haben moge. Im Minkowski-Diagramm bewegt sich der Mafistab senkrecht zur
x1-Achse in positiver zo-Richtung.

Fiir einen Beobachter in ¥’ ist die Lange des Mafistabs durch die Strecke von OA’ gege-
ben, welche offensichtlich kiirzer ist als die Léngeneinheit OB’ in Y'. Letztere erscheint
umgekehrt fiir einen Beobachter in ¥ auf die Strecke OB verkiirzt (sieche Abb. 5.3).
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Abbildung 5.3:

5.3 Mathematische Aspekte der Lorentz -Transfor-
mationen

Es soll weiterhin gezeigt werden, dal die Grundgleichungen der relativistischen Mechanik
in allen Inertialsystemen die gleiche Form haben (Kovarianz) und damit dem Relati-
vitédtsprinzip geniigen. Zur Vorbereitung untersuchen wir die mathematische Struktur der
Lorentz-Transformationen.

5.3.1 Lorentz-Gruppe

Zunichst soll gezeigt werden, dafl die Lorentz-Transformation als orthogonale komplexe
Transformationen in einem 4-dimensionalen pseudoeuklidischen Vektorraum (Minkows-
ki-Raum) aufgefafit werden kann. Dazu fiithren wir folgende Koordinaten ein:

xo = ict, T =, Ty =, T3 = 2, (5.62)
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womit sich das Langenquadrat eines Raum-Zeit-Vektors in verschiedenen Bezugssystemen
¥ und ¥’ schreiben 148t als:

3 3
doan =Y . (5.63)
n=0 n=0
Die allgemeine Lorentz-Transformation

Tl = Gty w,v=0,1,2,3 (5.64)

muf} die Liange des Vektors (zg, x1, 22, x3) invariant lassen:

3
Y ap =1’ — ?t* = const. (5.65)

=0

In Analogie zum 3-dimensionalen euklidischen Raum kann man diese Bedingung als Or-
thogonalitétsrelation fiir die Transformationskoeffizienten a,, schreiben:

Y g, = Oy, (5.66)

wo a’ die zu a transponierte Matrix ist. Gleichung (5.66) folgt aus:

Z 3;2 = Z Z s Oy Ty Ty = Z{Z afuawl}x,,x,,/ = Z Op Ly Tyt = Z:r?, (5.67)
o iz vv! v

|77 vv!

Fiir eine Lorentz-Transformation in z;-Richtung mit Geschwindigkeit § = v/c hat die
Transformationsmatrix a,, die spezielle Gestalt

v =iy 00
wB 0 0

aw =1 4" 4 Lo (5.68)
0 0 0 1

mit 72 = 1/(1—?%). Die in (5.68) enthaltene Auszeichnung der x1-Achse 148t sich beheben,
indem man (5.68) mit einer orthogonalen Transformation im Rj3 in Form einer Drehung
kombiniert. Grundlage dafiir ist die Gruppeneigenschaft der Lorentz-Transformationen:

1) Fithrt man 2 Lorentz-Transformationen nacheinander aus,

a:il = Zauyajy; xz = Z a:wx,',; (X=X — 3", (5.69)

so ist das Ergebnis

o= al,am, =Y AT (X — 3" (5.70)
I

v,

wieder eine Lorentz-Transformation, denn fiir die Matrizen a”, ¢’ und a gilt:
(d")Ta" = (da)T(d'a) = o’ (a"d)a = aTa = 14, (5.71)
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da nach Voraussetzung
a’'a = 1y (a)'a' =14 (5.72)

ist mit 1, als der 4 x 4 Einheitsmatrix. Die Verkniipfung zwischen den Elementen der
Gruppe ist also die (4 x 4) Matrix-Multiplikation.

2.) Das neutrale Element ist die 14-Matrix fiir Lorentz-Transformationen mit Geschwin-
digkeit v = 0.

3.) Zu jeder Transformation a gibt es eine inverse, da aus (5.66) folgt:
det(a”a) = (det(a))? =1, (5.73)

also gilt:
det(a) # 0. (5.74)

4.) Da die Matrix-Multiplikation assoziativ ist, gilt fiir Lorentz-Transformationen auch
das Assoziativ-Gesetz.

Die orthogonalen Transformationen im R3 (Drehungen und Spiegelungen) bilden eine
Untergruppe der Lorentz-Gruppe, dargestellt durch

10
dy = ( 0 dy ) (5.75)
mit ¢,k = 1,2,3 und
3
> dimdn; = 0y (5.76)
m=1

Die allgemeine Lorentz-Transformation (5.64) mit der Bedingung (5.66) erhilt man durch
Kombination von (5.68) mit (5.75), (5.76) und Hinzunahme der Zeitumkehr

T = 1y Ty = —To; i=1,2,3. (5.77)
Die Lorentz-Transformationen umfassen also: Drehungen im R3, Raum-Spiegelungen und
Zeitumkehr sowie den Ubergang zwischen Inertialsystemen, die sich mit konstanter Ge-
schwindigkeit relativ zueinander bewegen.
Bei einer Translation im Raum oder in der Zeit dndert sich die Bedingung (5.63) nicht, da
sie nur rdumliche und zeitliche Abstédnde enthilt. Die oben besprochene Gruppe der ho-
mogenen Lorentz-Transformationen konnen wir also noch durch Translationen in Raum
und Zeit erginzen. Man erhilt dann die 10-parametrige Poincaré-Gruppe, welche 3
Parameter fiir riumliche Drehungen, 3 Parameter fiir Lorentz-boosts mit der Geschwin-
digkeit v und 4 Parameter fiir raum-zeitliche Translationen enthélt. Sie wird heute als die
aller Physik zugrundeliegende Invarianz-Gruppe angesehen.

81



5.3.2 Lorentz-Skalare, -Vektoren, -Tensoren

Analog dem Fall der Gruppe der Drehungen definieren wir nun Tensoren (verschiedener
Stufen) bzgl. der Lorentzgruppe:

1.) Lorentz-Skalar
Wir nennen eine Grofle ¥ einen Lorentz-Skalar, wenn W sich unter Lorentz-Transfor-

mationen nicht dndert,
U0 =0, (5.78)

Ein Beispiel dafiir ist die elektrische Ladung, das Massenquadrat M? (siehe Kap. 5.4)
oder der Raum-Zeit-Abstand s2.

2.) Lorentz-Vektor

Wir definieren einen Lorentz- oder Vierer-Vektor dadurch, dafl sich bei Lorentz-
Transformationen seine Komponenten A, (1 =0,1,2,3) wie die Komponenten z, trans-
formieren

Ay = AL =S auA, (5.79)

Beispiele:
i) Die partiellen Ableitungen eines Lorentz-Skalars ¥ nach den z,, bilden die Komponenten
eines Vierer-Vektors, denn:

ov’ ov 0x, ov
0, ~ 2, 0w, oz, (5-80)
1% u 12

v

Dabei wurde die Umkehrformel zu (5.64) benutzt:

= apa, (5.81)
p

ii) Die 4-Divergenz eines Vierer-Vektors ist ein Vierer-Skalar:

0A, 0A, 0A
Z ax - Zza'/ﬂawﬂ a Z axu (582)
Voo K
bei Beachtung von (5.66).
iii) Wéhlt man als Komponenten des Vierer-Vektors gemif (5.79)
ov
A, =— 5.83
1 axu ) ( )
so folgt aus (5.82):
— 5.84
axQ (5.84)

Der Operator O = ¥, 9°/0x?, ist also invariant unter Lorentz-Transformationen. Daher
transformiert sich fiir einen Vierer-Vektor mit den Komponenten A4, die Grofie

82
3 5.3 A =04, (5.85)
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wie die u-te Komponente eines Vierervektors.
iv) Das Skalarprodukt zweier Vierer-Vektoren ist ein Vierer-Skalar:

S AB =33 a,,0,4,B, =3 AB,. (5.86)
m v

B v

3.) Lorentz-Tensoren 2. Stufe Aufler den Skalaren (= Tensoren 0. Stufe) und den
Vektoren (= Tensoren 1. Stufe) werden wir noch auf Tensoren 2. Stufe treffen. Sie sind
definiert als 4 x 4-Matrizen, deren Komponenten F),, die Transformationseigenschaft

F;iu = Z auAauaF)\a (587)

Ao

besitzen.

5.3.3 Viererstromdichte

Als Beispiel fiir einen Vierer-Vektor untersuchen wir das Transformationsverhalten der
Quellen j und p des elektromagnetischen Feldes. Als Ausgangspunkt dient die Ladungs-
erhaltung:

. Op
Vit =0 (5.88)

Mit den Bezeichnungen
Jo = icp; J1 = Jaj J2 = Jy; J3 = Jz (5.89)
konnen wir eine Kontinuitdtsgleichung in Vierer-Notation schreiben als
0
> —j.=0. (5.90)
— O0x,""

Wegen der Ladungsinvarianz muf} (5.90) in jedem Inertialsystem gelten, denn (5.90) ist
invariant unter Lorentz-Transformationen. Dann sind nach (5.82) j, die Komponenten
eines Vierer-Vektors, der Vierer-Stromdichte.

Davon wollen wir uns fiir einen einfachen Fall direkt iiberzeugen: Wir betrachten eine im
System Y ruhende Ladungsverteilung:

Jo = icpo, Ji =Js=1Js = 0. (5.91)

Als Komponenten eines Vierer-Vektors miissen sich die jj, unter der Lorentz-Transformation
mit Geschwindigkeit § = v/c in z1-Richtung

xo = 7(ifr] + 7p); xy = y(xy — ifag); Ty = a; x5 = 2,
(5.92)
transformieren wie

Jo = €Y po; J1 = YPov; J2 = 0; J3 = 0. (5.93)
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Ein Vergleich mit (5.89) ergibt:
P = V0. (5.94)

Nun wissen wir, daf ein in ¥’ ruhendes Volumenelement dVj fiir einen Beobachter in X

die Grofle av
dv = 7“ (5.95)

aufgrund der Lingenkontraktion hat. Die Ladungsinvarianz,

AV
/VpdV = /7;)070 = /PodVO (5.96)

zeigt also, daB icp tatséichlich als 0.te Komponente eines Vierer-Vektors angesehen werden
kann. Weiter ist mit (5.94)
Ji = pv (5.97)

in Ubereinstimmung mit der Definition der (gewthnlichen) Stromdichte; die Komponenten
von j sind also tatsdchlich die 1,2,3-Komponenten eines Vierer-Vektors.

5.3.4 Vierer-Potential

In der Elektrodynamik tritt neben einem skalaren Feld ®, als dessen Quelle die Ladungs-
dichte jo = icp fungiert, auch ein (Dreier-) Vektorpotential A auf, als dessen Quelle
die Stromdichte j zu betrachten ist (siehe (5.99)). Um das Transformationsverhalten ei-
nes (Dreier-) Vektorpotentials A und eines skalaren Potentials ® zu finden, arbeiten wir
zweckméBigerweise in der Lorentz-Eichung (siehe Elektrodynamik)

1 0%
A4+ =, :
VoAt 5 =0 (5.98)

Dann gelten fiir A und ¢ die inhomogenen Wellengleichungen

P

OA = —pupj; a¢ = ——. (5.99)
€o
Fiihrt man analog (5.89) ein _
(A,) = (2@, A), (5.100)
c
so kann man (5.99) zusammenfassen zu
Y P—, (5.101)
wenn man benutzt:
oty = ¢ 2. (5.102)

Da auf der rechten Seite von (5.101) die Komponenten eines Vierer-Vektors stehen und
der Differentialoperator O nach (5.84) ein Vierer-Skalar ist, erweisen sich die A4, als Kom-
ponenten eines Vierer-Vektors.
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Die Lorentz-Konvention (5.98) schreibt sich nun als:

0
A = 1
%:axu p=0 (5.103)

und ist geméf (5.82) Lorentz-invariant.

Ergebnis:
Die Gleichungen (5.90) und (5.103) sind Lorentz-invariant, d.h. sie &ndern sich nicht beim
Ubergang von einem Inertialsystem auf ein anderes. Wenn in X

0 0
2 =0 7 A, =0 (5.104)
%: oz, " 2“: oz, "
gilt, so auch in X'
> aj’:()' > 04—y (5.105)
o Oy, o Oy, "
Die 4 Gleichungen (5.101) sind kovariant, denn aus (5.101) in ¥ folgt fiir X'
04, = —poj, (5.106)
da:
ZaquAu =u ZavuAu = DA,’M = —Ho Zauuju = _MOJL- (5.107)

5.3.5 Ebene Wellen

Eine ebene Welle im Vakuum sei beschrieben in einem Inertialsystem X durch

Ay = AP exp(i(k -t —wt)) = AV exp(i > k) (5.108)
A

mit den Abkiirzungen:
w
c
Wegen der Kovarianz der homogenen Wellengleichung
0A, =0 (5.110)
entsteht aus (5.108) in einem anderen System X' wieder eine ebene Welle geméf (5.79):
A@) =Y auAl(@) =Y auwAV exp(i Y kaay) = AP exp(i Y kyah).  (5.111)
v v A A
Die Phase der Welle muf§ also invariant sein:

Y kary =)k (5.112)
A A
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wie im Fall einer punktférmigen Erregung, deren Wellenfronten in jedem Inertialsystem
Kugelflichen sind, die sich mit der Geschwindigkeit ¢ fortpflanzen.
Da (5.112) die Form eines (invarianten) Skalarproduktes hat, sind &, die Komponenten
eines Vierer-Vektors. Sie transformieren sich unter einer Lorentz-Transformation der Form
(5.68) wie:
%:ﬂm—%m; K= ky; K =k, (5.113)
!

W =y(w — vky). (5.114)
Benutzt man die Dispersionsrelation

w w'

ki~
und bezeichnet man mit ¢ und ¢’ die Winkel, die k und k’ mit der Richtung von v (der
z-Richtung im Fall von (5.78)) bilden, so wird:

(5.115)

w' = yw(1 — Bcos P) (5.116)
und f 6B
COS Q —
COS QSI = E’}/(COS(ﬁ — 6) = m (5117)

Gleichung (5.116) beschreibt den Doppler-Effekt, der aufier dem longitudinalen Ef-
fekt,

N

VI B°

fiir # < 1 und ¢ = 0,7, auch noch einen transversalen Effekt beinhaltet,

~w(lF f) (5.118)

, w

S 5.119

RV ey (5:419)

fiir ¢ = 47/2, der ein typisch relativistisches Phinomen ist. Er wurde (1938) bei der

Untersuchung der Strahlung bewegter Wasserstoffatome nachgewiesen. Bekanntestes Bei-

spiel fiir den longitudinalen Effekt ist die Rotverschiebung des Lichts weit entfernter
Galaxien, welche zeigt, dafl diese Galaxien sich von uns wegbewegen.

5.4 Relativistische Dynamik

Die Newton’schen Bewegungsgleichungen sind invariant unter Galilei- Transformationen,
nicht jedoch unter Lorentz-Transformationen (vgl. Kap. 5.1). Das Relativitétsprinzip ver-
langt daher eine Modifikation der Newton’schen Gleichungen, und zwar derart, dafl bei
Geschwindigkeiten v < ¢ die Newton’schen Gleichungen giiltig bleiben.
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5.4.1 Impuls und Energie

Wir betrachten zunéchst ein freies Teilchen. Seinen Newton’schen Impuls

dr

5.120
P =mo— di ( )
erweitern wir zu einem Vierer-Impuls, dessen Komponenten gegeben sind durch
d:ru
= 5.121

wobei 7 die Eigenzeit des Teilchens in seinem Ruhesystem ist, my die Ruhemasse. Die
Eigenzeit 7 hingt mit der Zeit ¢ im System X, auf das sich die Koordinaten z,, bezichen,
wie folgt zusammen:

2
e
t=nr; v=(1- g) V2= 7(v). (5.122)

Fiir v < ¢ wird v — 1 und die rdumlichen Komponenten von (5.121) gehen in (5.120)
iiber. Zur Deutung der ad hoc eingefiihrten 0. Komponente in (5.121),

J .
Po = moﬂ = 3mO’yCQ (5.123)
dr c

beachten wir, daf die p, einen Vierer-Vektor bilden, da my und 7 Invarianten sind. Die
Lange eines Vierer-Vektors ist jedoch nach Kap. 5.3 eine Lorentz-Invariante:

Y p; = const = —mgc?, (5.124)
m
wobei man die rechte Seite von (5.124) wie folgt erhilt: Fiir die rdumlichen Komponenten
o P’ = p; =miy* (5.125)
i
wobei v der Betrag der Geschwindigkeit v des Teilchens ist. Weiter ist
Py = —mayie?, (5.126)
so daf in der Tat
Zpu = mgc? (6% = 4*) = —migc. (5.127)
Zur Deutung von py entwickeln wir v(v) fiir v < ¢

2
1
moc®y = moc?(1 + % ce) =moc® + §m02)2 +-- (5.128)

Da der 2. Term rechts gerade die nichtrelativistische (kinetische) Energie des Teilchens
ist, liegt es nahe

e =mgy(v)c® = m(v)c? (5.129)
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als Energie des freien Teilchens zu deuten, den Anteil

€0 = Mmoc> (5.130)
als seine Ruhenergie. Es ist dann

T=€e—¢ (5.131)
seine relativistische kinetische Energie. Gleichung (5.127) kann dann als relativistische

Energie-Impuls-Beziehung geschrieben werden:

e = (p* + mic?) (5.132)

und der Vierer-Vektor (5.121) hat die Komponenten

)
(Eeap17p27p3)- (5133)

Die in (5.129) behauptete Aquivalenz von Energie und Masse ist durch eine Vielfalt
von Experimenten bestétigt worden. Wir geben hier einige reprisentative Beispiele:

1.) Bindungsenergien von Atomen und Kernen
Fiir das Deuteron entspricht die Massendifferenz

Am =m, +m, —myg~3.5-10""g (5.134)

einer Energie
€g = Am c® ~ 2.2MeV, (5.135)

welche gerade die Bindungsenergie des Deuterons ist. In Atomen ist die Bindungsenergie
um Groflenordnungen geringer: aus

my, +me —my ~ 2.4-10*g (5.136)

folgt fiir die Bindungsenergie
eg ~ 13.5eV. (5.137)

2.) Energieerzeugung in Sternen
Eine der wesentlichen Reaktionen der Energieerzeugung in Sternen ist die Verbrennung
von Wasserstoff (H) zu Helium (*He). Dabei werden pro Elementarprozefl entsprechend
der Massenbilanz

4my, + 2m, — mag, = 0.5 10 *°g (5.138)

etwa 25 MeV frei.

3.) Paar-Erzeugung und Vernichtung

Bei der Kollision von Elektronen mit Positronen kénnen hochenergetische v-Quanten
entstehen,

et e — 2y, (5.139)
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wobei die Enrgie-Impuls-Bilanz das Auftreten von 2 y-Quanten erfordert. Umgekehrt kann
ein v-Quant ( 1.02 MeV = 2m.c?) in ein Elektron-Positron-Paar iibergehen,

v—et+e, (5.140)

wenn ein weiteres Teilchen (z.B. ein Atomkern) fiir den Impulsausgleich sorgt.

Das Newton’sche Trigheitsgesetz, wonach
p = const (5.141)
fiir ein freies Teilchen gilt, verallgemeinern wir auf
Py = const; w=0,1,2,3, (5.142)

fordern also zugleich mit der Erhaltung der rdumlichen Komponenten auch die Konstanz
der 0. Komponente, der Energie e.

Die Verallgemeinerung (5.142) von (5.141) folgt zwingend aus dem Transformationsver-
halten der p,. Da sie die Komponenten eines Vierer-Vektors sind, gilt bei einer Lorentz-
Transformation:

e =7(v)(€ +vpy); pe = v(v)(p, + %6’); Py = Dy; p. = 1.
(5.143)

Die Vermischung von Raum- und Zeit-Komponenten fiihrt also dazu, dafl Impuls- und

Energie-Erhaltung nur simultan méglich sind.

Das Ruhesystem eines Teilchens (X') definieren wir durch:

€ = moc; P, =p, =0, =0, (5.144)
dann gilt nach (5.143) in einem anderen Inertialsystem X:

e =v(v)e = moyc® = m(v)c?; Py = ’y(v)%e' = m(v)v; py =p. =0.
(5.145)

Bemerkung:

Fiir Teilchen mit my = 0 wie ein Photon ist ein Ruhesystem nicht definierbar, da dann

nach (5.144), (5.145) in jedem Inertialsystem p, = 0, p = 0,1,2,3 wére und man nicht

sinnvoll von einem Teilchen sprechen konnte.

5.4.2 Stof3probleme

Zur relativistischen Beschreibung von Stofiprozessen definieren wir Energie und Impuls
fiir N Teilchen:

N N
P=> pi; e=> €, (5.146)
i=1 1=1

wobei p; die rdumlichen Komponenten des relativen Impulses von Teilchen ¢, ¢; seine
Energie geméf (5.129) ist.
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Wir betrachten nun den Stof zweier Teilchen
142 —3+4, (5.147)

wobei 1,2 die Teilchen vor dem Stof3 , 3,4 nach dem Stof§ bezeichnen mége. Da asympto-
tisch (vor und nach dem Stof ) freie Teilchen vorliegen, muf} die Impulserhaltung gelten:

P1+P2—P3—Pps=0. (5.148)

Wenn aber die 3 rdumlichen Komponenten eines Vierer-Vektors verschwinden, so muf}
nach (5.143) auch die 0. Komponente verschwinden,

€1+ € —€e3—¢€, =0, (5.149)

also Energieerhaltung gelten, damit die Aussage der Impulserhaltung in jedem Inertialsy-
stem gilt. Energie- und Impulssatz konnen als Lorentz-invariante Aussagen nur simultan
gelten!

Beispiel: Compton-Effekt
Wir untersuchen die Streuung eines Photons an einem freien, anfangs ruhenden Elektron.
Die Energie des Photons héngt mit der Frequenz der Lichtwelle zusammen geméf

€y = hw, (5.150)

wobei i & 197 MeV fm/c die Planck’sche Konstante ist. Dann folgt fiir den Impulsbetrag
nach (5.132)

-0 _ 2 _hk 5.151
p')’ c )\ ’ ( )

da das Photon keine Ruhemasse hat.

Nach Energie- und Impulssatz gilt dann:

P =f(k — k) (5.152)

c\/ P2+ mdc? — myc® = h(w — ') (5.153)
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fiir die kinetische Energie des Elektrons nach dem Stofl . Wir quadrieren beide Gleichungen

P? = h*(k?* — 2kk' cos @ + k%), (5.154)
sowie
P? 4+ m2c® = m2c + h*(k — k')* + 2mohc(k — k'), (5.155)
und bilden die Differenz: L1 "
Y= _""1(1— . 1
(k’ k) moc( cos ) (5.156)

Wir erhalten die Anderung der Wellenzahl des Lichts in Abhéngigkeit von Streuwinkel 6.
Die experimentelle Bestétigung von (5.156) ist eine wichtige Stiitze fiir die Beschreibung

einer Lichtwelle durch Photonen, masselose Teilchen, deren Energie und Impuls durch
(5.150), (5.151) definiert sind.

5.4.3 Bewegungsgleichungen

In Verallgemeinerung der Newton’schen Kraft-Definition fiihren wir im Minkowski-Raum
eine Vierer-Kraft ein durch ihre Komponenten:

dp dp
K,=—-"r= —£, 5.157

[ dr 7(1}) dt ( )
Dabei ist d7 im momentanen Ruhesystem des Teilchens als differenzielle Eigenzeit er-
klart. Die Raum-Komponenten von (5.157) ergeben die relativistische Verallgemeinerung
der Newton’schen Bewegungsgleichungen:

dp 4
— = K=K 5.158
wobei K z. B. fiir die Lorentz-Kraft steht. Mit (5.125) konnen wir auch schreiben:

%(mgfy(v)v) =K, (5.159)

woraus fiir v < ¢, v — 1 gerade die nichtrelativistische Bewegungsgleichung entsteht:

Gleichung (5.159) hat zwei Interpretationsméglichkeiten:
i) Man behilt die nichtrelativistische Geschwindigkeit v bei und akzeptiert eine geschwin-
digkeitsabhingige Masse,

d

%(m(v)v) =K, (5.161)
mit

m(v) = 7y(v) mo, (5.162)
oder

91



ii) man arbeitet stets mit der Ruhemasse my, einer Lorentz-invarianten Grofle, und mo-
difiziert die Definition der Geschwindigkeit:

du
— =K 5.163
o (5.163)
mit der modifizierten Geschwindigkeit
u="y(v) v. (5.164)

Die Gleichungen (5.161) und (5.162) zeigen, dafi Teilchen der Ruhemasse my # 0 die
Geschwindigkeit v = ¢ nicht erreichen konnen, da wegen

m(v) — oo (5.165)

fiir v — ¢ dazu eine oo-grofle Energie notig wiire.

Zur Diskussion der Komponente Ky benutzen wir:

?’Cwu _ %d%(%:pi) —0 (5.166)
wegen (5.124), woraus
i,cipi — Kyp (5.167)
oder mit (5.121), (5.123) , ,
Ko = %lé -V = 27(7}) K-v. (5.168)

Da K - v die von der Kraft K am Teilchen pro Zeiteinheit geleistete Arbeit ist, konnen
wir auch schreiben ,
Ko = L) 26 (5.169)
0 07 dt
oder i d
_1 €
wie nach (5.133) zu erwarten war. Die Gleichungen (5.168) und (5.169) bestéitigen noch

einmal unsere Vorstellung von der Aquivalenz von Energie und Masse.

5.4.4 Lorentz-Transformation der Kraft

Da K, die Komponenten eines Vierer-Vektors sind, gilt fiir die Transformation vom mo-
mentanen Ruhesystem Y auf ein anderes Inertialsystem ¥’ mit der speziellen Transfor-
mation (5.68):

da in ¥ als momentanem Ruhesystem Iy = 0 gemiB (5.168) ist. Kurz formuliert:

—

K\ =Ky; K| =) K. (5.172)
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Wegen (5.158) gilt dann umgekehrt

K| =/1—-v?/c? KJ; K =K, (5.173)

da im momentanen Ruhesystem ¥ gilt

v(v) =7(0) = 1. (5.174)

Ergebnis:

Wir haben die Grundbegriffe und Grundgleichungen der Newton’schen Mechanik fiir die
relativistische Mechanik erweitert derart, dafl

i) die Newton’sche Mechanik im Grenzfall v < ¢ enthalten ist,

ii) die modifizierten Grundgleichungen kovariant bzgl. Lorentz-Transformationen sind.
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Kapitel 6

Formaler Aufbau der Mechanik

6.1 Generalisierte Koordinaten

6.1.1 Zwangsbedingungen

Ausgangspunkt der Newton’schen Mechanik sind die Bewegungsgleichungen der Teilchen
in kartesischen Koordinaten:

—

mit,=K; ; i=12... N. (6.1)

Schwierigkeiten ergeben sich, wenn die Bewegung des Systems 'Zwangsbedingungen’
unterworfen ist:

1. Die Koordinaten 7; sind dann abhéngig.

2. Damit das System bestimmte Zwangsbedingungen einhélt, mufl man ’Zwangs-
krafte’ einfiihren, welche nicht explizit vorgegeben sind, sondern erst aus der ge-
suchten Losung bestimmt werden.

Klassifikation von Zwangsbedingungen:
1. ,,Holonome* Bedingungen:

(a) Skleronome Bedingungen:
Beispiele:

e Starrer Korper

e Kugelpendel der Lénge [
Py =0 (6.3)

(b) Rheonome Bedingungen
f(Fl,...FN,t) :0 (64)

enthalten eine explizite Zeitabhéngigkeit.
Beispiel: , Perle auf einem geraden rotierenden Draht
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2. ,Nichtholonome* Bedingungen erfordern explizit die Losung der Bewegungsglei-
chungen!
Beispiel: Gasmolekiile in einem sphérischen Behilter, r; < R

Fiir holonome Bedingungen kénnen wir das Problem l6sen, indem wir ’generalisierte
Koordinaten’ ¢; so einfiihren, daf fiir

ﬁ:ﬁ(q17“‘7q57t) (65)
die m Zwangsbedingungen
(P, PN, ) =0 5 r=1,2,....m (6.6)

identisch in den neuen Variablen ¢; sowie ¢ erfiillt sind. Die Variablen ¢; sind unabhéngig
voneinander; wenn m Zwangsbedingungen vorgegeben sind, so hat man bei N Teilchen

s =3N —m <3N (6.7)

generalisierte Koordinaten g;.

6.1.2 Bewegungsgleichungen in generalisierten Koordinaten

Ausgehend von den Newton’schen Bewegungsgleichungen bilden wir die folgenden (3N —
m) Differentialgleichungen (mit 7; = 7(q)):

or;

Zi: 9q, EZ: A, @ (6:8)
Die linke Seite schreiben wir als:
- Or,  d . OF; . d (OF;
7o 2= - 20 - (S 6.9
it 8ql dt (m ’ 8ql> it dt <8ql> ( )
dabei ist o7 55 9 /1 9
5 Ory e 2>
mTs « = = Myl; * =— = =— | =mv; | = =1; 6.10
Oay 4 04 <2 ddy (6.10)
denn
0 J - 0 or; or; or;
—77@:—7:;:— —Z."i‘—z :—Z, 6.11
oG ="~ oa [Z 00, at] ou (6-11)
da 0r;/0q¢; und 0r;/0t nicht von ¢; abhéngen. Mit
d (0F; 0% O*r; 0 or; or; 0
4 (o) _ 3 AN D AP RN A 6.12
dt <8ql> 2 5y, 0q 0 B~ ag (; 9,7 " ot ) o (G2
folgt fiir den 2. Term auf der rechten Seite von (6.9):
L d (0r; L, d_, 0 (1 2) 9,
m;U; - — =mV; - —U; = — | =myv; | = =—1;. 6.13
i () o0~ o \2 9 (0:13)
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Mit der kinetischen Energie
T:ZTi_ X:mz =T(q;,q;,t)- (6.14)

folgt nach Summation iiber alle Teilchen ::

d (0T 0
— = | —-=T= . 1
dt <8ql > aql Ql (6 5)

Zur Interpretation der Grofien (); geniigt es, den Fall zu betrachten, dafl die Zeit ¢ nicht
explizit auftritt. Dann ergibt sich bei infinitesimalen Verschiebungen dr; der Teilchen,
welche die Zwangsbedingungen einhalten, fiir die von den Kriften K; geleistete Arbeit:

dW:ZK’i-dm ZZK arldql > Qudg . (6.16)
i l

Dies legt nahe, die Groflen @) als ,,generalisierte Krafte“ zu bezeichnen. Da die Ver-
schiebungen dg; so eingefiihrt waren, dafl die Zwangsbedingungen automatisch eingehal-
ten werden, konnen Zwangskrifte keinen Beitrag geben, da sie ja nur zur Einhaltung der
Zwangsbedingungen dienen. Das bedeutet, daf§ sich Zwangskrifte bei der Berechnung der
(), aus den [?l (die zusitzlich die Zwangskrifte enthalten) herausheben.

6.1.3 Konservative Krifte
Wir betrachten den Fall, da§ eine Funktion U = U(g;) # U(qg;) so existiert, daf

Q=—5- (6.17)
gilt. Definiert man dann als ,,Lagrange-Funktion* des Systems
L=T-U, (6.18)

so erhalten wir aus (6.15) die ,Lagrange-Gleichung 2.Art“

d (0L oL
— (=) == 1

In Analogie zu den Newton’schen Gleichungen definiert

oL
== 6.20
PS5 (6.20)
einen ,,generalisierten Impuls® . Dann hat (fiir 7' = T'(¢;))
d oL  oU
— ; 6.21
i da  oq =Q ( )

die Form einer Newton’schen Bewegungsgleichung.
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6.1.4 Beispiele

1. Teilchen ohne Zwangsbedingungen: In diesem Fall sind die generalisierten Ko-
ordinaten ¢, = (x,y, 2); wir bilden

T = %(332 i) (6.22)
also wird
or or or or . oT . oT :
a_x_a_y_§_0 P g = a—y—my, 5 = ME (6.23)
Mit
wird 4 (oT
yy <%> —mi=K,=0Q, (6.25)

etc, fiir y, z, womit wir die Newton’schen Bewegungsgleichungen erhalten.

2. Bewegung eines Teilchens in der Ebene: Wir verwenden zweckméBigerweise
Polarkoordinaten (siehe Abb. 6.1), d.h.

ol

X
Abbildung 6.1:
rT=rcosyp ; Yy=rsing (6.26)
Dann gilt fiir die Geschwindigkeiten:
. .O0r  Or . .. S .
T=r—+¢p—=7rcosp—rpsing ; y=rsinp+rpcosy . (6.27)
or Oy
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Die kinetische Energie lautet somit:

T = Z(# +97) = 57 + %) (6.28)
und T or
.2
= _ L 6.29
b= g (6.29)
or oT
Fiir die Krifte erhalten wir
y=F-—=F.-—-=F-.¢.=F, 6.31
« or r (6:31)
— F — o
Qy=F %:TF'QP:TFW . (6.32)
P
/
g5 =4
Abbildung 6.2:
Die Lagrange-Gleichungen lauten also:
. .9 d 2 .
mit —mro° = F, %(mr p) =rF, . (6.33)

In der rechten Gleichung ist mr2¢ der Drehimpuls, dessen zeitliche Anderung
durch das Drehmoment rF, = (), gegeben ist, welches die Rolle einer generali-
sierten Kraft spielt.

Speziell: Fiir das ebene Pendel (sieche Abb. 6.2) haben wir die Zwangsbedingung:

r—1=0 |, (6.34)
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wenn [ die konstante Pendelldnge ist. Dann reduziert sich 1" auf

T=—¢* ; 5$<:7nﬂ¢ : (6.35)

Die Lagrange—Gleichungen mit U(p) = mgl(1 — cos ¢) vereinfachen sich zu
mlg = F, = —mgsin ¢ (6.36)

beziehungsweise
. 2 . o . 2 g
¢+ wising = 0 mit wy = T (6.37)

Fiir kleine Auslenkungen gilt: sin ¢ ~ ¢ und damit

@+ wop = 0. (6.38)

3. Atwood’sche Fallmaschine

‘m1

X.|=X

Abbildung 6.3:
Die Zwangsbedingung (Abb. 6.3)
ist in der Koordinate ¢ = x identisch erfiillt. Dann ist die kinetische Energie:
1 9
T = §(m1 +mg)i® (6.40)
und die potentielle Energie:
U=—-migx —meg(l —z) . (6.41)
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Also ist
o my + ma .9

L= — 5 & g+ mag(l — ) . (6.42)
Damit wird 1 lor
p <£> = (my +mo)i (6.43)
und wir erhalten:
(my +my)i = (my —ma)g . (6.44)

4. Perle auf rotierendem Draht:
Y t

Abbildung 6.4:
Aus (siehe Abb. 6.4)
x=rcos(wt) ; y=rsin(wt) (6.45)
folgt nach (6.28)
T = %(1«2 +riw?) (6.46)

Die Bewegungsgleichungen fiir den kréftefreien Fall £ =T lauten dann
mit — mrw? =0 (6.47)

mit mrw? als der bekannten Zentrifugalkraft.

6.1.5 Geschwindigkeitsabhingige Krifte

Fiir geschwindigkeitsabhingige Kréfte gilt die Lagrange—Gleichung 2. Art, wenn eine
Funktion U(g;, ¢;, t) existiert so, daf:

ou d (oU
0 _ 4
: Oq  dt (3(}1) (6.48)
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Ein wichtiges Beispiel fiir eine derartige geschwindigkeitsabhéngige Kraft ist die Lorentz—
Kraft, die sich aus
U(F,5,1) = e(6(F,t) — 7 A7 1)) (6.49)

fiir ein Teilchen der Ladung e mit der Geschwindigkeit ¢ herleiten 1&8t. Dazu bildet man
(in kartesischen Koordinaten ¢, = (x,y, 2)):

K, = e(—grad¢ — %—‘f + (7 x rotd)),

0A ,
K, = e(—grad¢ — 5 T (U x rotA)),

K, =e(— gradqﬁ—%—i—( rotAd)), (6.50)

unter Verwendung von

dA, 0A, 0A, 0A, n 0A,

i or T oy T o T (6.:51)
Wichtiger Hinweis: Bei einer Eichtransformation
A—>A+gradx;¢—>¢—a, (6.52)

wobei die Funktion x = x(7,t) beliebig, aber stetig differenzierbar in allen Variablen ist,
wird

ox X
U—-U-— d U—e— 6.53
e(v gra X+8t> dt ( )
Die Bewegungsgleichungen édndern sich dann unter einer Eichtransformation
d
Ll =L+ d—‘;’ (6.54)

mit einer beliebigen 2x stetig differenzierbaren Funktion g = ¢(g;,t) nicht. Wegen

ag
Xj: —qg o (6.55)

il (@) -5 (6.50

so daB sich der Zusatzterm (6.56) in der Lagrange-Gleichung

wird

d 8g
6.57
gegen den Zusatzterm in der partiellen Ableitung nach g
0 (dg
(== 6.58
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wieder weghebt, da 2x stetige Differenzierbarkeit vorausgesetzt war. Die Invarianz der Be-
wegungsgleichungen unter der Transformation (6.54) beinhaltet, daf§ die Lagrangefunktion
L selbst nicht eindeutig bestimmt ist. Diese Eigenschaft werden wir spéter in der Feld-
theorie ausnutzen, um wiederum die Lorentzkraft selbst aus ’einfachen Betrachtungen’
herzuleiten.

6.2 Das Hamilton’sche Variationsprinzip

6.2.1 Variationsprinzip und Eulersche Gleichungen

Ein System von N Teilchen mit m holonomen Zwangsbedingungen werde durch generali-
sierte Koordinaten ¢; beschrieben. Die Werte der Koordinaten zu einem festen Zeitpunkt
t bestimmen dann einen Punkt in dem von den Koordinaten ¢; aufgespannten Konfi-
gurationsraum mit der Dimension s = 3N — m. Die zeitliche Entwicklung des Systems
entspricht also einer Bahn im Konfigurationsraum mit der Zeit ¢ als Bahnparameter.
Die vom System durchlaufene (tatsichliche) Bahn ist Losung der s Lagrange-Gleichungen
(6.19). Sie ist eindeutig bestimmt, wenn zur Festlegung der 2s Integrationskonstanten

1. zu einem Zeitpunkt ¢ aufler den ¢;(¢;) noch die generalisierten Geschwindigkeiten
gi(t1) bekannt sind, oder

2. die Bahnpunkte ¢;(¢1) und ¢;(t2) zu verschiedenen Zeiten t; # t5 gegeben sind.

Im letzteren Fall kann man die tatséchliche Bahn gegeniiber Nachbarbahnen, welche eben-
falls durch die Punkte ¢;(¢;) und ¢;(t2) gehen, auch dadurch charakterisieren, dafi bei
gegebener Lagrange—Funktion £(g;, ¢;,t) das Funktional

to
1
ein Extremum besitzt fiir die tatsichliche Bahn, d.h.

Um das Variationsprinzip (6.60) nidher zu erldutern betrachten wir irgendeine Nachbar-
bahn zur tatsichlichen Bahn ¢;(t),

g (t) = 4:(t) +emi(t), (6.61)

mit der Eigenschaft, daf ¢/(¢) mit der Bahn ¢,;(t) zu den Zeiten ¢, und ¢, iibereinstimmyt,
d.h.:

ni(t1) = mi(t2) = 0. (6.62)
Dann mu$ fiir .
S(e) = / L(qi + emi, §i + €1y, t) dt (6.63)

t1
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q, A tatsachliche Bahn

/

Nachbarbahn

>
{ ' !

Abbildung 6.5:

(%f)go = 0. (6.64)

/t2z{a i+ gi }dt—o (6.65)

Nach partieller Integration in der Zeit fiir den 2. Term

t 9L | oL 1% e d (0L
fdt = A = =2y dt .
w04 lGQin] /tl dt (8(1@-) ! (6:66)

t1

nach (6.60) gelten:

Explizit bedeutet dieses:

folgt, da der ausintegrierte Term [...] nach Voraussetzung (6.62) verschwindet, da§ (6.65)

iibergeht in
(0L oLr
/tlgij{a—qi—%<a )}mdt 0. (6.67)

Da die 7;(t) linear unabhéngig und in t; < t < t5 beliebig sind, folgen als ,,Euler’sche
Gleichung® des Variationsprinzips gerade die Lagrange—Gleichungen

d (0L oL
dt (adi> g 0 (6:68)

Bemerkung: Das Hamilton’sche Variationsprinzip bietet nicht nur eine elegante, den Be-
wegungsgleichungen dquivalente Formulierung der klassischen, nichtrelativistischen Me-
chanik, sondern kann auch auf andere Gebiete der Physik, wie z.B. elastische Medien,
Elektrodynamik, Feldtheorie der Elementarteilchen, ausgedehnt werden.
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6.2.2 Kanonische Gleichungen

Fiir den Ubergang von der klassischen Mechanik zur Quantenmechanik und zur sta-
tistischen Mechanik wird es sich als zweckmiflig erweisen, von den Variablen {¢;, ¢;}
iberzugehen zu dem gleichwertigen Satz von Variablen {¢;,p;}. Wir wollen im folgen-
den anstelle der in ¢;, ¢; formulierten Bewegungsgleichungen (6.68) dquivalente Gleichun-
gen (,Kanonische Gleichungen*) in den ¢;, p; aufzustellen. Dabei wird anstelle der
Lagrange—Funktion £ = £L(qg;, ¢;,t) eine neue Funktion H = H(q;, p;, t), die “Hamilton—
Funktion* des Systems eingefiihrt.

Der Ubergang in den Variablen

sowie

wird durch eine ,,Legendre—Transformation* vermittelt.
Zur Erlduterung der Legendre-Transformationen betrachten wir zunichst — als ein ein-

faches Beispiel — eine Funktion f(z,y) der unabhéingigen Variablen x,y. Dann kann das
totale Differential von f geschrieben werden als:

df = vdzx + udy (6.71)
mit of of
- 2L =L 72
V= u oy (6.72)
wobei v(z,y) und u(z,y) durch
ov  0*f  Ou
oy dyor  or (6.73)

verkniipft sind, wenn f als 2x stetig differenzierbar vorausgesetzt wird. Vollzieht man
nun die Transformation

{z,y} = {=,u}, (6.74)
so kann
wy — f(z,y) = g(z,u) (6.75)

als Funktion der unabhiingigen Variablen (x,u) allein dargestellt werden.
Beweis: Fiir das totale Differential von ¢, das nach (6.75) zunéchst eine Funktion von
2,1y, u ist, ergibt sich:
dg dg
dg = udy + ydu — df = udy + ydu — vdx — udy = —vdx + ydu = a—dx + a—du, (6.76)
x u
d.h. die Funktion g héngt nur von x und v = 9f/0y und nicht mehr von y ab (q.e.d.).
Nach Koeffizientenvergleich folgt:

_ 9% _of  _9

~ dr  Or Y= 0w (6.77)
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Analog fiihren wir nun die Hamilton-Funktion H ein:
H(gi,pi,t) = ZQiPi — L(gi, §is 1) (6.78)

Bildet man das totale Differential von H nach der Definition (6.78),

oL oL p } oL

dt, (6.79)

dH = Z {Qidpi + pidg; — a_qui " 95 % "

so folgt mit der Definition von

oL

= —— 6.80
Pi= 5 (6.80)

fiir das totale Differential von H:

oL oL
Xi:q p XZ: 9.9 ~ 5 (6.81)
Der Vergleich mit
oH

dH = Z dql + Z dpz 5 (6.82)

zeigt, dafl (unter Ausnutzung der Lagrange—Glelchung):

oH . 0H
op; e dq;

s = (6.83)

und
o _ ot
o ot
Die 2s Differentialgleichungen 1. Ordnung (6.83), die als ,,Kanonische Differential-

gleichungen® bezeichnet werden, treten an die Stelle der s Differentialgleichungen 2.
Ordnung (6.68).

(6.84)

Der Zustand des Systems zur Zeit ¢t wird jetzt repréisentiert durch einen ,,Punkt* in dem
von den unabhénggigen Variablen (g;, p;) aufgespannten ,,Phasenraum® mit der Dimen-
sion 2s. Wéhrend es durch jeden Punkt im Konfigurationsraum eine s-fach unendliche
Mannigfaltigkeit von Bahnen gibt, die sich durch die generalisierten Geschwindigkeiten
unterscheiden, gibt es durch einen Punkt im Phasenraum bei vorgegebenen Kréften nur
genau eine ,,Trajektorie®“, da die Werte von ¢; und p; zu einem festen Zeitpunkt die
zeitliche Entwicklung des Systems eindeutig festlegen.

Bemerkung: Die kanonischen Gleichungen (6.83) lassen sich auch aus dem Hamilton’schen
Variationsprinzip ableiten, d.h.:

t2
/ {Zpiq'i — H(q;, pi, t)} dt = Extremum (6.85)
t1 i
Gleichung (6.85) ist dquivalent zu (6.60), da (6.85) aus (6.60) unter Verwendung von

(6.78) entsteht. Die ,,Variationen“ von ¢; und p; sind dabei als voneinander unabhéngig
zu betrachten.
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6.2.3 Beispiele:

1.) Fiir den eindimensionalen harmonischen Oszilator ist

1 D
L=-mv’— —1° p:g—ﬂ
v

5 5 = mqg = mu,

also:
1
HZQP_E:?T—TJFU:TwLU:2—(p2+w§m2:c2)
m

mit w? = D/m. Die kanonischen Differentialgleichungen lauten dann:

) . OH p
;i =T == —=2U
¢ dp m
und SH
p 8:17 ’Z‘J

oder zusammen (mit w? = D/m):
i+ wir = 0.
2.) Fiir ein Teilchen im elektromagnetischen Feld mit Ladung e ist
L=T—eb+ev-A

mit einem skalaren Potential ® und einem Vektorpotential A. Es folgt:

=muv, +eAy,, p, = — =mv, +eA,.

=mu, +eAy, py = 5
z

Pz = 31);,;

dvy

Dann wird mit mv = p'— eA

F—L=Tp—T+eb—ei-A

Il
=y

H

=7 (mi+ed) =T +ep—ei- A

- 2

1
:mv2—T+e<I>:T+e<I>:—(ﬁ—eA) + e®,
2m

(6.86)

(6.87)

(6.88)

(6.89)

(6.90)

(6.91)

(6.92)

(6.93)

und wir erhalten die kanonischen Differentialgleichungen z.B. fiir die Komponenten in

z-Richtung:
0H 2mw 1
= = z = = — — A
v Op 2m Ve m(pw eAqr)
OH ob e . 0A
= - = —6— —(p = A - —.
Pe o0x 6833 + m (p ¢ ) s
Zusammengefafit:
__o® E( — eA) 94 dA,
e 681: m ¢ ox dt ’

(6.94)

(6.95)

(6.96)



oder (UB)

mi == G+ %) e (7 (9 0) (6.97)

3.) Rotierende Koordinatensysteme
Der Zusammenhang von zwei relativ zueinander um die z-Achse mit Winkelgeschwindig-
keit & = (0,0, w) = wé, rotierenden Koordinatensystemen sei:

xr = 2’ coswt — y' sinwt
y = ' sinwt + 3y cos wt
z=2 (6.98)
Nach der Produktregel folgt fiir die Zeitableitungen:
T = 1’ coswt — z'wsinwt — ¢ sinwt — y'w cos wt
y = ' sinwt + 2'w cos wt + ¢’ cos wt — y'w sin wt
i=4 (6.99)
Fiir die kinetische Energie erhalten wir dann:

2

T= %m (& +9° +2°) = %(:ic'2 +§2+27%) +mw ('Y —'y) + % (2" +y™) . (6.100)
Fiir geschwindigkeitsunabhingige Potentiale U(x,y, z) folgt:

Py = % = % = m(&" — wy') (6.101)

Py = g—y-ﬁ, = 2—5 =m(y + wa’) (6.102)

p, = % = % =mz. (6.103)

In den Impulsen p;, py, p’, und Koordinaten z', 3/, 2" ergibt sich fiir die Hamiltonfunktion:

1
H=p & -T+U= %(p’i + 9202 Fwply - pla’) + U, (6.104)

und die kanonischen Gleichungen lauten:

oOH !
V== % twy =0 (6.105)
0H p,
.r _ Py 1
Y = oy, ~ m wz' = v, (6.106)
., OH p
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Wie im 2. Beispiel ist ¢ nicht einfach proportional zu p'. Die Zeitableitungen der Impuls-

komponenten ergeben:
, OH  0U

Py = — o~ op T wpy, (6.108)
) 0H ou
Py = — o~ oy wp, (6.109)
OH oUu
y = — = ——. 6.110
& 07! 07! ( )
Die Kombination der obigen Gleichungen ergibt die bekannten Bewegungsgleichungen:
K
i — 2wy — w?r = (6.111)
m
K,
i+ 2wi’ — why = L (6.112)
m
K,
Z = (6.113)
m

in denen automatisch Coriolis- und Zentripetalbeschleunigung auftreten. Zum ex-
pliziten Beweis verwendet man & = w €, und wertet die Coriolis-Beschleunigung 24 x ¢”
sowie die Zentripetalbeschleunigung @ x (& x ) aus.

Bemerkung: Die Beispiele 2. und 3. zeigen, daf3 der ’kanonische’ Impuls, z.B. p, =
0L /0v,, von dem 'mechanischen® Impuls, mv,, zu unterscheiden ist.

6.3 Symmetrien und Erhaltungssitze

6.3.1 Zyklische Variable

Wenn die Lagrange—Funktion L£(g;, ¢;,t) von einer generalisierten Koordinate ¢c nicht

abhéingt, d.h.
oL

— =0, 6.114
o0 (6.114)
so folgt aus der zugehorigen Lagrange—Gleichung
d (0L
— | =] =0. 6.115
i (o) 6119
Der generalisierte Impuls p¢ ist also eine Konstante der Bewegung,
oL
= —— = const. 6.116
PC = Bac (6.116)

Generalisierte Koordinaten mit der Eigenschaft (6.114) nennt man ,,zyklische* Varia-
blen.
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Beispiel: Fiir ein Teilchen im Zentralfeld gilt in Kugelkoordinaten (r, 9, ) (UB):
L= %(1‘“2 + 207 4+ r2sin® 9 @?) — U(r). (6.117)

L ist unabhingig vom Winkel ¢, der sich als zyklische Variable erweist. Der zugehorige
generalisierte Impuls ist dann eine Erhaltungsgrofe,

oL
Py = % = mr?sin?9 ¢ = [, = const. (6.118)

6.3.2 Translationsinvarianz und Impulssatz

Wegen der Homogenitit des Raumes mufl die Lagrange-Funktion eines abgeschlossenen
Systems invariant sein gegen Translationen. Dann muf} gelten:

L7, 0, t) = L(75 + @, U, t); (6.119)

dabei ist @ ein beliebiger, fiir alle Teilchen gleicher Verschiebungsvektor. Da die Transla-
tionen eine kontinuierliche Gruppe bilden, geniigt es, kleine Verschiebungen zu betrachten,
fiir die durch Taylor-Entwicklung folgt:

oL oL oL oL
il = -d = 12
Eij <8xz~a$ oyt aziaz> Z o =0, (6.120)
d.h. or

da @ beliebig war. Aus den Lagrange-Bewegungsgleichungen folgt dann:
d oL d
s E 2L (s ) =o, 6.122
i (55 = () 612
also:

P= > p; = const, (6.123)

was der Impuls—Erhaltung entspricht.

6.3.3 Rotationsinvarianz und Drehimpulssatz

Wegen der Isotropie des Raumes muf} fiir hinreichend kleine Winkel ¢ fiir ein abgeschlos-
senes System gelten:

L(75, 3, t) = L(T5 4+ (U x 73), 0; + (U X T),t). (6.124)

Die Vektoren 77, #; werden also um eine durch den Einheitsvektor @ gegebene, beliebige
Achse um den Winkel ¢ gedreht. Analog zu den Betrachtungen bei der Translationsinva-
rianz folgt durch Taylor-Entwicklung:

oL oL
(U X T, — (@ xT) =0, 12
o X )+ Y 5e (i x 1) = 0 (6.125)

) 3
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oder mit den Langrange-Gleichungen:
by (@ x ) + > pi - (i x 7;) = 0. (6.126)

—

Mit der zyklischen Invarianz des Spatproduktes, @- (b x &) = b- (x @) = & (@ x b), und
der Produktregel vereinfacht sich (6.126) zu

d — — — — — — — - —
pm Z(Tz Xpp) @)= ((vl X py) - U+ (75 X p;) u) = 0. (6.127)

i

Da der Einheitsvektor @ beliebig gewihlt werden kann, erhalten wir

N
=Y 1; = > _(F; x p;) = const, (6.128)
i=1 i
d.h. den Drehimpulssatz.

6.3.4 Zeit—Translation und Energiesatz

Die Homogenitit der Zeit erlaubt uns, den Zeit—Nullpunkt beliebig festzulegen. Fiir ein
abgeschlossenes System muf§ daher die Lagrange-Funktion invariant unter der Transfor-
mation

t—t+7 (6.129)
fiir beliebiges 7 sein, d.h.

oL

— =0. 6.130

Dann wird unter Ausnutzung der Lagrange-Gleichungen:

3£ d (0L oL d oL
ak _ (A (0L 0L\ _d (0L )
dt Z <an 04 qy> Z <dt (3%) Eal 04 qJ) dt (Z 4 qy) B

J

also ist
d oL d
— - =4, | =——H = 6.132
dt ( XJ: dq; q”) dt (6.132)
und damit aﬂ
Z 8q - L= Zp]qj L = H = const. (6.133)
j

Die Hamilton—Funktlon H des Systems ist also eine Erhaltungsgroéfle. Sie ist identisch
mit der Energie F des Systems, wenn konservative Krifte und skleronome Zwangsbedin-
gungen vorliegen. Dann wird:

L=T-U, (6.134)
wenn U die potentielle Energie des Systems ist, und
oL
q; = 2T, 6.135
Z 3% J ( )
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so daf3
T—-U-2T"=-H (6.136)

oder
H=T+U=F (6.137)

wird. Die besondere Rolle der Hamilton-Funktion H wird auch in den kanonischen Diffe-
rentialgleichungen (6.83) deutlich: die Anderung von H bezgl. eines Impulses p; bestimmt
die Zeitentwicklung der assoziierten Koordinate ¢; und umgekehrt.

Zum Beweis von (6.135) nutzen wir aus, daf§ fiir konservative Krifte das Potential U

nicht von ¢; abhingt, so daf
oL oT

el 6.138
aq]' 8q]' ( )
Fiir skleronome Bedingungen ist
und damit .
=00 (6.140)
7 045

wobei 07;/0q; eine Funktion der generalisierten Koordinaten ¢; allein ist. Die kinetische
Energie ist daher eine quadratische Form in den ¢;:

1 . .
T= 9 >omivi =Y a4, (6.141)
g Jl

in der die Koeffizienten aj nur noch von den Koordinaten ¢ abhéngen. Damit wird:

or

aq Z Qg QI + Z QA QJ =2 Z Qry (ﬁa (6142)
J l

l

wenn man die Symmetrie der Koeffizienten aj = a;; beachtet. Mit (6.142) folgt nun die

Behauptung:

oL or

= =G =2 v Grg = 2T. 6.143
> 95 Erﬁaq.rq > @ Grdy (6.143)

r,l
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Kapitel 7

Anwendungen des
Lagrange-Formalismus

Als explizite Anwendung des Lagrange-Formalismus wollen wir die Dynamik des star-
ren Korpers berechnen. Ein starrer Korper ist ein Festkorper, dessen Massenelemente
einen festen Abstand voneinander haben, der also keinen Verformungen unterliegt. Star-
re Korper sind auch dadurch definiert, dafl sie nur Translationen und Rotationen
durchfithren kénnen.

7.1 Bewegungen starrer Korper

Zur Beschreibung starrer Korper fithren wir zwei Koordinatensysteme ein: Ein Inertialsy-
stem x;,ys, z; (Abb. 7.1) und ein korperfestes Koordinatensystem x,y, z, das fest an den
bewegten Korper angeheftet ist (Abb. 7.2).

/\ZI

Abbildung 7.1:
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Abbildung 7.2:

/N

Die Bewegung eines starren Korpers besteht aus einer Translation, bei der sich die Win-
kellage des Korpers nicht dndert und alle Massenpunkte dieselbe Geschwindigkeit haben,
und einer Drehung um den frei wihlbaren Koordinatenursprung 0 (Euler-Theorem). Da
Translationen durch drei Koordinaten und Drehungen durch die Richtung der momenta-
nen Drehachse und die Grofle des Drehwinkels gekennzeichnet werden, hat ein frei beweg-
licher starrer Korper sechs Freiheitsgrade.

Da sich jede Bewegung eines starren Korpers aus einer Translation und einer Drehung
des korperfesten Koordinatensystems um 0 zusammensetzt, ist die im Inertialsystem ge-
messene Geschwindigkeit v; eines korperfesten Punktes P gleich

’(7[:7704-(3)(7? (7].)
mit
e 7y = Geschwindigkeit des Koordinatenursprungs 0 im Inertialsystem

e b = Winkelgeschwindigkeit des starren Kérpers im Inertialsystem

=y
Il

o OP = Ortsvektor von P im korperfesten Koordinatensystem

7.2 Kinetische Energie und Trigheitstensor

Wir nehmen an, dafl der starre Koérper aus n Massenpunkten m, besteht. Die kinetische
Energie lautet dann

ma ma — — —
T o= Y =2 S+ (@ x 7))



M n n
— — a /- —
— ?v§+(voxw) Zmara+2—( X 7y)?
N——’ N a=1 a=1
T -~ -~
trans Tw Tyot
n
M :=> m, = Masse des Kérpers (7.2)
a=1

Der erste Term ist die Translationsenergie Tt,,54, der dritte Term die Rotationsenergie
Tiot und der mittlere Term eine ,, wechselseitige® Energie Ty, die zugleich durch Trans-
lation und Rotation bestimmt wird. Ist der starre Korper frei, so wird der Koordina-
tenursprung 0 am besten in den Schwerpunkt S gelegt. Dann ist Y}, m,7, = 0 und die
wechselseitige Energie Ty, verschwindet, d.h.:

T= Ttrans + Trot- (7-3)

Die kinetische Energie ist dann die Summe aus der kinetischen Translationsenergie der
im Schwerpunkt vereint gedachten Masse und der Rotationsenergie der Drehung um den
Schwerpunkt.
Wird der starre Koérper in mindestens einem Punkt festgehalten, so legt man den Ursprung
0 des korperfesten Koordinatensystems zweckméfligerweise in einen dieser Punkte und
erhilt wegen oy = 0:

T =Trot- (7.4)

Die kinetische Energie ist gleich der Rotationsenergie der Drehung um den festen Punkt.

Wir rechnen nun die Rotationsenergie auf die kérperfesten Komponenten w; und x,; —
mit ¢ = 1,2,3 — der Vektoren & und 7, um. Dabei gelte:

Fa - (xaayaaza) = (xalaxa%xa?)) a = 1,TL (75)
Mit ,
(C_I: X 6)2 = a2b2 - (C_I: . 5)2 == Z (aiaibjbj - aibiajbj) (76)
2,j=1
ergibt sich:
" Mg , 2 \2 - mg >
Trot = 2. 5 (@x70)" = D 5% D [oiwiltajTaj — Witaitv;Tay] (7.7)
a=1 a=1 ij=1
1 n 3 3
= =) mg Y ww; [Z TakTak0ij — Tailaj
250 i k=1
wobei
1 fir o e=
0 1= { 0 fiir i#j (7:8)

das sog. 'Kroneckersymbol’ ist.
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In (7.7) lassen sich nun die Parameter (Massen und Orte) von den Projektionen der
Winkelgeschwindigkeit & auf die Korperfesten Achsen trennen. Dazu definieren wir den
,» Iriagheitstensor* iiber

n 3
Iij = Z o Z xakxakdij — ZLailaj (79)
a=1 k=1
und erhalten ,
1
TI’Ot = 5 Z IZJ (A)Z'Wj. (710)
i,7=1

Es sei ausdriicklich betont, daf} die w; die korperfesten Komponenten der Winkelge-
schwindigkeit, d.h. die Projektionen von & auf die Kérperachsen z,y, z = x1, x9, x3 sind.

Bemerkung;:

e Wenn sich der starre Koérper nur um eine seiner korperfesten Achsen dreht, wenn
also nur eine Komponente von ¢ ungleich Null ist, oder wenn I;; = I¢;; gilt, so geht
obige Gleichung in die bekanntere Formel

1
T = 51& (7.11)

iiber.
Bildet der starre Korper ein Kontinuum, so gilt
3
Lj = /p(a:l,asg,a:g,) lz TpTp0ij — xia:j] dx,dxrodrs (7.12)
k=1

mit der Massendichte p(x1, s, x3). Zur Verdeutlichung stellen wir den Trégheitstensor I;;
(7.9) noch in Matrixschreibweise dar:

n yg + ZZ —TqYa —Tg2q
I=>"mg| —Yaa 22422 —Yoza (7.13)
a=1 —2qLq —ZaYa -'172 + yg

fiir n diskrete Massen m,. Im Falle einer kontinuierlichen Massendichte p(z1,xs, z3) er-
halten wir mit (7.12):

x% + :1:§ —XT1To —XT1T3
I= /p(a;l,xg,xg) —Tyry T4 TR —moxs dxdzedzs. (7.14)
—T3T,  —T3Ty T3+ T3

Die Diagonalelemente des Trégheitstensors heiflen ,, Trigheitsmomente®, die Nichtdia-
gonalelemente ,, Deviationsmomente®.

Der Trigheitstensor ist laut Definition (7.9) symmetrisch:
I; = I. (7.15)
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Er kann daher durch die Einfiihrung eines neuen, gedrehten Koordinatensystems stets
auf Diagonalform transformiert werden. Die entsprechenden Achsen werden , Haupt-
trigheitsachsen, die Diagonalelemente I;; =: \; ,Haupttrigheitsmomente“ ge-
nannt.

Die Bestimmung derjenigen Haupttrigheitsachsen, die durch den Schwerpunkt gehen, ist
fiir symmetrische Korper einfach: Eine Haupttriagheitsachse fillt mit der Symmetrieachse
iiberein; die beiden anderen Haupttrigheitsachsen stehen orthogonal dazu, kénnen aber
ansonsten beliebig gewéhlt werden.

Fiir die Haupttrigheitsachsen lautet die Rotationsenergie

1
Trot = 5()‘10"% + dow; + Agw3). (7.16)

Def.: Ein starrer Korper heifit

1. Rotator, wenn er eindimensional ist und seine Massenpunkte nur auf einer Achse,
z.B. der z—Achse liegen, so dafl A\; = \y; A3 = 0.

2. unsymmetrisch, wenn alle drei Haupttriagheitsmomente verschieden sind.
3. symmetrisch, wenn zwei Haupttragheitsmomente gleich sind.

4. Kugelkreisel, wenn A\; = Ay = 3.
Kugelkreisel sind nicht unbedingt Kugeln. So sind z.B. Wiirfel Kugelkreisel und
Zylinder der Hohe h = v/3r (UB).

7.3 Drehimpuls

Wir nehmen wieder an, dal der starre Korper aus n Massenpunkten m, besteht. Der
Gesamtdrehimpuls Lges ist dann im Inertialsystem

n
Lges = > mqa(Fra X Ura). (7.17)
a=1
Wir bezeichnen die Ortsvektoren im korperfesten Koordinatensystem mit 77, setzen

Tra = To + T4 (7.18)

U = o + @ X 77 (7.19)

ein und erhalten:

Eges = M(Fg X 770) + 7?0 X [(Ij X (Z maf’aﬂ

a=1

+ (Z mF) X o+ Y Mg (Fa X (& X 7). (7.20)
a=1 a=1
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Freies System:

Wird der starre Korper in keinem Punkt festgehalten, so legen wir den Koordinatenur-
sprung 0 wieder in den Schwerpunkt S = 7y = Fs und ¥, = Ts. Weiterhin: aus oo Maly =
0 im transformierten system folgt

Lges = M7s x G + 3 mafa X (& x 7) =2 M(Fs x @) + L (7.21)

a=1

=~

Der Gesamtdrehimpuls Eges ist die Summe aus dem Term M (7s X Us), der den ,,Bahn-
drehimpuls® der Schwerpunktbewegung beziiglich 0; widergibt, und dem ,,Eigendre-
himpuls* L fiir die Eigendrehung um den Schwerpunkt S.

Festgehaltenes System:

Wird der starre Koérper in mindestens einem Punkt festgehalten, so legen wir den inertialen
Koordinatenursprung 0; und den korperfesten Koordinatenursprung 0 zweckméfligerweise
in einen dieser ruhenden Punkte und erhalten wegen 7y = vy = 0:

Lges = Y mq (Fy x (@ x 7)) =: L. (7.22)
a=1

Fiir Drehungen um einen festen Punkt ist der Gesamtdrehimpuls Eges gleich dem Eigen-

drehimpuls E, falls beide Koordinatenurspriinge 0; und 0 in diesem Punkt liegen. Mit
Fx (G x7)=d(rFF) —7F(F-J) (7.23)

erhalten die kérperfesten Komponenten des Eigendrehimpulses L die Form
3 /n 3 3
Li = Z (Z o [Z xakxakdij — xaixaj]> w; = ZIZJ Wi 1= 1, 2, 3. (724)
j=1 \a=1 k=1 j=1

Verwendet man die Haupttrigheitsachsen als korperfeste Koordinatenachsen, so lauten
die korperfesten Komponenten des Eigendrehimpulses L:

L1 = )\1&)1 L2 = )\2(,()2 L3 = )\3&)3. (725)

Demnach ist der Eigendrehimpuls L eines starren Korpers i.a. nicht parallel zur Winkel-
geschwindigkeit J. Lediglich bei Rotationen um eine Haupttrigheitsachse haben L und
@ die gleiche Richtung. Die Nichtparallelitéit von L und & ist einer der Griinde fiir die
mathematische Schwierigkeit bei der Untersuchung starrer Korper.

7.4 Die Eulerschen Gleichungen

Wir miissen uns jetzt noch den Drehimpulssatz genauer ansehen. Im allgemeinen ist der
Trégheitstensor nur im korperfesten Koordinatensystem konstant, so dal es notwendig
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ist, die Bewegungsgleichung, d.h. in erster Linie die Zeitableitung des Drehimpulses Ls
auf das Inertialsystem umzurechnen:

Ls = p > My X (@ X T)| = = | Ljw;é | (7.26)
t = dt |4
wobei w; = €; - & die korperfesten Koordinaten von & und €; die Basisvektoren des

korperfesten Koordinatensystems sind. Mit

€= X & (7.27)

folgt:

d- = 3
_LS = LS = Z I”Ld]é; + @ X Zfijwjé}. (728)

dt ij=1 irj
Der erste Term ist die Zeitableitung des Drehimpulses fiir einen Beobachter, der im kérper-
festen System steht und daher die Basisvektoren €; als konstant ansieht. Wir bezeichnen
diese , korperfeste Ableitung® mit dyLs/dt und erhalten

—Le=Lo=—], OxX Lo =N 7.29
T S = s+ wX Lg S5 ( )

wobei die Vektoren ES,J)’, ]\75 in der korperfesten Basis entwickelt werden und 1\75 ein
dufleres Drehmoment bezeichnet.

Wenn die korperfesten Achsen Haupttriagheitsachsen sind, finden wir mit L; = A\;w; durch
Multiplikation von (7.28) bzw. (7.29) mit den Basisvekroren éj,

d > -

fiir K = 1,2, 3 die wichtigen gekoppelten, nichtlinearen , Euler’schen Gleichungen*
)\1(,2)1 - ()\2 — )\3)&)2&)3 = N1

)\2(,2)2 - ()\3 — )\1)&)3&)1 = N2
)\3(,2)3 — ()\1 — )\2)&)1&)2 = Ng. (731)
Dabei sind w; und N; die Projektionen von & und N auf die korperfesten Koordinaten-

achsen €;, die Haupttrigheitsachsen sein miissen.

Als Beispiel fiir die Euler’schen Gleichungen (7.31) untersuchen wir den kréftefreien,
symmetrischen Kreisel, d.h. Ng = 0 und A; = \,. Die Gleichungen (7.31) gehen dann
iiber in

)\1(,;)1 — ()\1 - )\3)&)2(4)3 =0

)\1(,;)2 — ()\3 - )\1)(4)3&)1 =0
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Aus (7.32) folgt, daB8 w3 = const. und damit auch

Az — A
Q=22_"14; = const. (7.33)
AL
Wir erhalten in Folge lediglich ein lineares gekoppeltes System in den Variablen wy, ws,
d.h. mit (7.33)

@1 + ng = 0, (,;)2 - le =0. (734)

Wir bilden eine weitere Zeitableitung der ersten Gleichung, setzen die 2. Gleichung ein
und erhalten
&1 + Q%w; = 0. (7.35)
Die Losung von (7.35) ist
wi(t) = Acos(Qt + «) (7.36)

mit einer durch die Anfangsbedingungen zu bestimmenden Phase «. Die Losung von wy(t)
erhalten wir durch Integration der 2. Gleichung in (7.34) unter Verwendung von (7.36) zu

wy(t) = Asin(Qt + ), (7.37)

so daB mit wi(t) + w3(t) = A? die Konstanz des Betrages von & folgt. Der kriftefreie,
symmetrische Kreisel rotiert also mit der Frequenz €2 um die Figurenachse.

7.5 Die Eulerschen Winkel

Die Eulerschen Gleichungen bestimmen nur die Projektionen der Winkelgeschwindigkeit
&(t)-€; = w;(t). Wir fiithren nun die Eulerschen Winkel ein, mit denen sich die Winkellage,
d.h. die Orientierung des korperfesten Koordinatensystems und damit des Korpers im
Inertialsystem sehr anschaulich angeben 1483t.

Der Ubergang vom Inertialsystem ¥; auf das gedrehte korperfeste System ¥ wird mit drei
Drehungen ausgefiihrt, die nach Abb. 7.3 in folgender Reihenfolge vorzunehmen sind:

1. Drehung ¢ um die z;-Achse. Dabei geht die x-Achse in die punktierte ,,Knoten-
linie“ ON iiber. Es entsteht das neue Koordinatensystem (&, 9, 2).

2. Drehung ¥ um die Knotenlinie 0N. Die inertiale z;-Achse und die korperfeste
z-Achse schlieen danach den Winkel 9 ein.

3. Drehung ¢ um die z-Achse. Man erhilt das korperfeste (z, y, z)-Koordinatensystem.

Die Eulerschen Winkel legen die Orientierung des korperfesten Koordinatensystems und
somit auch des starren Korpers relativ zum Inertialsystem eindeutig fest: Gemafl Abbil-
dung 7.3 geben die Winkel ¢ und 9 die Stellung der kérperfesten z-Achse im Inertialsystem
an. Der Winkel 1 beschreibt die Eigendrehung um die z-Achse.

Die Winkelgeschwindigkeit & setzt sich aus den drei Eulerschen Winkelgeschwindigkeiten
Wi, Wy, Wy ZUSAMIMEN:

B =Dy + Dy + Dy (7.38)
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Abbildung 7.3:

Wir projizieren diese drei Winkelgeschwindigkeiten auf das korperfeste Koordinatensy-
stem, um so die Komponenten w;, ws, w3 zu erhalten.

1. &, hat im Inertialsystem die Komponentendarstellung

0
Jor=1 0 |, (7.39)
und im korperfesten System:
sin ¢ sin ¥
b, =@ | cost sin? (7.40)
cos

2. @y hat im Koordinatensystem (Z,7, 2) die Form
Gy=10 |, (7.41)
so daf} fiir das korperfeste Koordinatensystem gilt:
cos Y

Gy =1 | —siny (7.42)
0
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3. Fiir die Winkelgeschwindigkeit &, gilt:

Sp=1] 0 (7.43)
(G

Es ergibt sich fiir die korperfesten Komponenten von & durch Addition der Komponenten:

w1 ¢ sindsiny +Cos¢1?
=] wy | = ¢ sindcosyp | +| —sinyp 9 |. (7.44)
ws ¢ cost U

7.6 Die Lagrangegleichungen des starren Korpers

Mit den geleisteten Vorarbeiten ist die Aufstellung der Lagrangefunktion einfach. Fiir
einen symmetrischen Kreisel mit A\; = )y, dessen korperfestes Koordinatensystem mit
den Haupttriagheitsachsen zusammenféllt, ergibt sich nach kurzer Rechnung:

\ .
Trot = lew wj = Z)\Zu) = ZL(@?sin? 0 + 07) + 23(¢COS19+1/))2' (7.45)

Beispiel: Schwerer Kreisel. Ein beliebtes Beispiel fiir die Anwendung des Lagrangefor-
malismus ist der symmetrische Kreisel im homogenen Schwerkraftfeld, bei dem ein vom
Schwerpunkt verschiedener Punkt auf der Symmetrieachse festgehalten wird. Ein solcher
Kreisel heifit 'Schwerer Kreisel’.

>
N

Abbildung 7.4:
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Die Nullpunkte des raumfesten und des korperfesten Koordinatensystems werden nach
Abbildung 7.4 in den Unterstiitzungspunkt des Kreisels gelegt. Mit der potentiellen Ener-
gie U = mgl cos 9 lautet die Lagrangefunktion dann nach (7.45)

L=T-U= %(gbZ sin? o 4 9%) + %(gbcosﬁ +4))2 — mgl cos . (7.46)

Dabei sind A\; = Xy, A3 die Haupttrigheitsmomente fiir Drehungen um den Unterstiitzungs-
punkt, m die Masse des Kreisels und [ der Abstand des Schwerpunktes vom Unterstiitzungs-
punkt.

Es folgt: Die Winkel ¢, v, die die Drehungen um die z;— und die z—Achse beschreiben,

sind zyklisch und ihre Impulse sind Erhaltungsgréfien:

oL :
Py = 7 = A\ sin® 9 + A3(@ cosd + 1)) cos ¥ = const (7.47)

P, ist die raumfeste z;-Komponente des Drehimpulses L und

oL
o

Im allgemeinen Fall des nichtsymmetrischen Kreisels mit A\; # Ay # A3 erhalten wir
die Lagrangefunktion £ durch Einsetzen von (7.44) in (7.45), was allerdings zu etwas
lingeren Ausdriicken fiihrt. Da £ dann von den Winkeln ¢,¢ und den Zeitableitungen
gb,z?,z/} explizit abhéngt, ist nur noch die Variable ¢ zyklisch, wenn das Potential nicht
von ¢ abhéngt, d.h. U # U(y). Entsprechend variationsreich sind dann die Losungen der
Lagrange-Bewegungsgleichungen.

Py = As(pcos ¥ + ) = Agws = const. (7.48)
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Kapitel 8

Dynamik im Phasenraum

8.1 Zeitliche Anderung einer Observablen
Wir wollen versuchen, die zeitliche Anderung einer Observablen

des betrachteten Systems, wie z.B. der Energie, des Impulses, des magnetischen Moments
in einem dufleren Feld, ’direkt’ zu berechnen. Dazu bilden wir

dt = Z; <8F g]];pz> + 86—]; (8.2)
und benutzen die kanonischen Gleichungen:
% (G ) o 6
Gleichung (8.3) 148t sich mit Hilfe der Poisson Klammer, definiert durch:
=% (G~ ) =
schreiben als: iF . 9F 5
dt ot '
Spezialfille:
i) F = H, dann wird
W2y, (8.6)

falls H nicht explizit von der Zeit ¢ abhéngt, d.h. fiir ein abgeschlossenes System ist H=
const.
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ii) Kanonische Gleichungen
Fiir F' = ¢; wird:

oH
i =149, H} = , 8.7
¢ ={q¢, H} o, (8.7)
da 9 9
qi q;
Ebenso wird fiir F' = p;:
oH
pi = Pi, H}=— ) 8.9
(ol =5 (8.9
wegen
Ip; p;
—— = 0;;; =0. 8.10
apj J aqj ( )

8.2 Eigenschaften der Poisson Klammern

Die in (8.4) definierten Poisson Klammern sind iiber das Problem der zeitlichen Anderung
einer Observablen hinaus von Bedeutung, da sie erlauben, die klassische Mechanik in einer
Form darzustellen, welche den Zusammenhang mit der Quantenmechanik besonders klar
aufzeigt. Wir geben daher im folgenden eine Reihe wichtiger Regeln fiir den Umgang mit
Poisson-Klammern an, die die Berechnung von Klammerausdriicken erleichtern:

i) Antisymmetrie
{U,,U} = —{U,U,} (811)

ii) Linearitét
{u,v+w} = {u,v} + {u, w} (8.12)

iii) Produktregel
{u,vw} = v{u,w} + {u,v}w (8.13)

iv) Jacobi Identitét
{u,{v,w}} + {v,{w,u}} +{w,{u,v}} = 0. (8.14)

Die Beweise zu (8.11) — (8.14) ergeben sich direkt aus der Definition (8.4) und den
Standard-Regeln der Differentiation.

Beispiele:
1.) Kanonisch-konjugierte Variable ¢;, p; zeichnen sich dadurch aus, daf

{ai,q;} = 0; {pi,pi} = 0; {ai,pj} = 5. (8.15)
2.) Drehimpuls: Fiir die Komponenten des Drehimpulses gilt:
{L1, Ly} = Ls; {Ls, L1} = Lo; {Lo, L3} = Ly, (8.16)

wie man leicht unter Verwendung von (8.15) nachweist (UB). Das quantenmechanische
Analogon zu (8.16) ist die Basis der Quantisierung des Drehimpulses!
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3.) Erhaltungsgréfien: Wenn eine Observable G nicht explizit von der Zeit ¢ abhéngt,
so wird p
d—g = {G,H} =0, (8.17)

also G= const, falls {G,H} = 0.

Die Bedeutung der Poisson-Klammern liegt darin, daf} sie eine algebraische Formulierung
der Dynamik von physikalischen Systemen bieten und einen formalen ’Einstieg’ in die
Quantenmechanik erlauben, in der die konjugierten Variablen (g, p;) durch Operatoren
in einem abstrakten Hilbertraum ersetzt werden (siehe Quantenmechanik).

4.) Der harmonische Oszillator:
Eine vollstdndig algebraische Losung ist z.B. fiir den harmonischen Oszillator moglich,
d.h. fiir die Hamiltonfunktion

2
P m
H(q,p) = om §w§q2- (8.18)

Mit (8.7) ergibt sich ¢ unter Verwendung von (8.15) zu:

2
. p m 9 9 1 2
g HY = [g L 1 _
q=1{q, H} {q,2m+ 2woq} 2m{q,p}
= = p{ap} + {a.0h) = — p+p) = 2 (.19)
= 5 (et +{aptp) = 5 - (p+p) = :
und p zu:
2 2
) p m o o mwy 2
Iy HY=[p 2 _ ™
p={p, H} {p,2m+2woq} 5 {p,¢’}
mw2 mw2
= 2°(q{p,q}+{p,q}Q)= 20(—q—q)=—mw§(J- (8.20)
Zusaminen: )
d:gz—wgq oder §+wiq =0, (8.21)
m

d.h. eine Schwingungsgleichung mit der Frequenz wy.

8.3 Kanonische Transformationen

Wir wollen nun untersuchen, unter welchen Bedingungen bei einer Transformation der
2s Koordinaten eines physikalischen Systems die Lagrange- Gleichungen und kanonischen
Bewegungsgleichungen sich nicht dndern, d.h. forminvariant sind.

8.3.1 Punkttransformationen

Bei der Formulierung der Lagrange-Dynamik hatten wir generalisierte Koordinaten g
eingefiihrt, welche die an das System gestellten Zwangsbedingungen identisch erfiillen. Die
Wahl der generalisierten Koordinaten ¢; ist jedoch bei Vielteilchensystemen keineswegs
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eindeutig und man kann verschiedenen Koordinatensysteme wihlen. Die Frage stellt sich
daher, ob die Dynamik invariant unter Punkttransformationen

¢ — Qiqi;t), l=1,..s (8.22)

formuliert werden kann. Als ein Beispiel fiir eine solche Punkttransformation sei noch ein-
mal die Transformation von kartesischen Koordinaten auf Kugelkoordinaten aufgefiihrt:

2 r(z,y,2)
y | = | dz,y,2) |. (8.23)
z o(z,y, 2)

Andererseits ist man daran interessiert, einen 'optimalen’ Satz von Koordinaten (); zu
finden, in denen alle zyklischen Variablen des Systems unmittelbar auftreten.

Wir zeigen nun, dafl die Lagrange-Gleichungen in der Tat unter Punkttransformationen
(8.22), d.h.

L(gi, i3 t) = L'(Qi, Qist) = L(:(Qj,1), 4:(Q, Q. 1) 1) (8.24)
forminvariant sind in dem Sinne:
doL 0L d oL oL’
Ly~ Y= — = _ =0 8.25

Zum Beweis berechnen wir

oL 0L 0g . oL

00, 0wl ="y (5:26)
mit der s X s Transformations-Matrix
dg;
J aQ]
Fiir den Impuls P; erhalten wir analog mit (8.27)

8£, 5 8£ aqz 5 aqz 5 a% i
Pi=_——=) ———=) Di~ =) D =D ij Pi 8.28
’ QR; o 94 0Q; ; 0Q; ; 0Q; ; ’ ( )

d.h. mit (8.26)
d > d oL - oL
@Pj - Z%’j%pi T80, Zaij—aqi- (8.29)

i=1 i =1
Die Forminvarianz folgt nun daraus, dal die Lagrange-Gleichungen in den Koordinaten
¢ and @; durch Multiplikation mit einer invertierbaren s x s Matrix (a);; auseinander
hervorgehen, deren Determinante # 0 ist.
Fiir die Hamiltonfunktion H'(Q);, P;;t) erhalten wir

H(gi,pi;t) — H'(Qi, Pi;t) = ZQsz — L'(Q:, Qi t) (8.30)
und nach dem Variationsprinzip (6.85) die Bewegungsgleichungen
. OH' : oH'
P = P =- : 8.31
=75 90, (8.31)

Offensichtlich ist die Form der Bewegungsgleichungen (8.31) invariant unter einer Punkt-
transformation der Form (8.22).
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8.3.2 Beispiele
Freies Teilchen in der Ebene

Wir beschrianken uns — fiir ein freies Teilchen der Masse m — auf die Transformation in
der (z,y)-Ebene, d.h. 2 = 0:

x T Cos @
g=|y | =2Qi=]| rsingp |. (8.32)
z z

Die Lagrangefunktion £ geht dann iiber in

L= T +57) = L 02, ,2), 3 02,7 6, 2)i1) (8.33)

und wir erhalten mit

. d
T=Q = %(r COS ) = 7 COS p — rpsin @, (8.34)
. d, . . :
Y= gza(rsm(p):rsm(anr(pcosgo (8.35)
die Lagrangefunktion
m :
=3 + %% = L'(Qi, Q). (8.36)

Die Impulse P; = 8£’/8Qi ergeben sich zu

o oc

P, = 5y = M7 P,=—=mr°¢. (8.37)

Fiir die Hamiltonfunktion H' folgt nach (8.30)

H = Pyt P, — L(irg) = 104 Lo (8.38)
C T ) = om T o '

Die Bewegungsgleichungen lauten nach (8.31)

WopB oW P, .  oH P . o
0 . 0 p _a — P PLp = —a— :O, (839)

9P, m' YT oR, mr? T or  mud

7?.
d.h. die Variable ¢ ist zyklisch.

Freies Teilchen im rotierenden Bezugssystem

Das Teilchen der Masse m bewege sich weiterhin in einem System, welches zusétzlich mit
der Winkelgeschwindigkeit w um die z-Achse rotiert. Als neue Koordinaten fiihren wir
ein:

r—R=r; o= D=9+ wt, (8.40)
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wobei die neue Koordinate @ jetzt explizit von der Zeit ¢ abhingt. Die Lagrangefunktion
L"(R, R, ®,®;t) folgt dann mit

R=r; dP=¢p+w (8.41)
nach (8.36):
L'(R, R, ®,&;t) = %(R? +RY(D — w)?). (8.42)
Mit den Impulsen
oL : oL" -
P, = —— =mR, Py = — =mR*(® —w) (8.43)
OR od

ergibt sich die neue Hamiltonfunktion H"

Pi Py

v g g L
H" = RPr+ ®Py — L"(R, R, D) om T ampE T wPe. (8.44)

Hinweis: Mit (8.44) wird aus dem Zusatzterm wPg ersichtlich, da§ aus
L(Qi, Qist) = L(ai(Qs31), G:(Qi, Qi 1); 1) (8.45)

im allg. nicht folgt, da§ die Hamiltonfunktion H' aus H durch Einsetzen von ¢(Q;, P;; t),
p(Qy, P;; t) berechnet werden kann, d.h. in der Regel ist bei explizit zeitabhéingigen Trans-
formationen

H'(Qi, Py t) # H(qi(Qi, Pi; 1), pi(Qi, Pis )5 1). (8.46)
Als Bewegungsgleichungen fiir das freie Teilchen im rotierenden Bezugssystem folgen mit
der Hamiltonfunktion (8.44):

,_OH" Py s OH' _ P

2 OH" P} _OH" _

OR  mR¥ T T 9%

womit sich die Variable ® in diesem Fall als zyklisch erweist.

— _ Tk, — — P —
0P m LT 0Py mpe i E

0, (8.47)

8.4 FErweiterte kanonische Transformationen

Bisher haben wir Punkttransformationen der Form (8.22) betrachtet, die lediglich eine
Transformation der Koordinaten ¢; beinhalten. In der Hamiltonfunktion H (g;, p;;t) sind
jedoch die Variablen ¢; und p; unabhingige (gleichberechtigte) Variablen, so dal wir
allgemeine Transformationen der Form

(1) (Gien) .

Beispiel: Die erweiterte Transformation

()= (%) =(r) 54

untersuchen miissen.



welche generalisierte Koordinaten und Impulse vertauscht, ist kanonisch, da mit H(g;, p;; t)
die Hamiltonfunktion H'(Q;, P;;t) gegeben ist durch

H'(Qi, Pit) = H(P;, —Qis t). (8.50)
Es folgen die kanonischen Bewegungsgleichungen

P = P, = 0 = —pi = Qy; (8.51)

OH'(Q;, Pyst) _ OH(Py, —Qyt) _ OH(aj,p5t) _ = P, (8.52)
00 00Q); opi

womit die ’Forminvarianz’ der kanonischen Bewegungsgleichungen unter der Transforma-
tion (8.49) gezeigt ist.
Das Beispiel verdeutlicht, dafl generalisierte Koordinaten und generalisierte Impulse "aus-
tauschbar’ und damit gleichberechtigt sind. Beide Freiheitsgrade werden zu ’abstrakten’
Koordinaten, in denen sich die Hamiltonfunktion auf dem 2s-dimensionalen Phasenraum
darstellen l48¢.

Die allgemeine Abbildung (8.48) sei durch eine Transformation 7'(g;, p;;t) beschrieben,
die beliebig, aber invertierbar sein soll, d.h. die inverse Abbildung T'(P;, Q;;t) liefert

Qi i(Qj, Py t)
N ) 8.53
( P, pi(Qj, Pj;t) (8.53)
Das Problem bei allgemeinen invertierbaren Transformationen 7" besteht jedoch darin,
daf} die Lagrangegleichungen nicht mehr 'forminvariant’ sind. Ebenso sind auch die Ha-
milton’schen Gleichungen nicht mehr forminvariant’, d.h. von der Gestalt (8.31). Wir

miissen daher nach 'Einschrinkungen’ an die Transformation 7" suchen, welche die "For-
minvarianz’ generell gewéhrleisten.

Zunichst definieren wir geeignete Transformationen wie folgt: Wir nennen eine Transfor-
mation 7" kanonisch im weiteren Sinne, wenn fiir alle Hamiltonfunktionen H(g;, p;; t)
eine Funktion H'(Q;, P;;t) in den neuen Variablen P;, (); existiert, so dafl die Bewegungs-
gleichungen forminvariant’ sind.

Um geeignete Bedingungen fiir solche Transformationen zu finden, gehen wir zuriick auf
das Variationsprinzip (6.85), wobei die Variationen

to i 2 5.
1o\4i=1 to\i=1

an den beliebigen Intervallsgrenzen t,,t, verschwinden. Es sei daran erinnert, daf§ das Va-
riationsproblem (8.54) gerade auf die Hamilton’schen (kanonischen) Bewegungsgleichun-
gen fiihrt. Dieser Zusammenhang wird direkt ersichtlich, wenn wir zu der tatsdchlichen
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Bahn (g;(t), p;(t)) beliebige Nachbarbahnen (g;(t) + en;(t), p;(t) + ex;(t)) betrachten, wo-
bei die Funktionen 7; und k; linear unabhéngig sein miissen, da auch die g¢;,p; linear
unabhiingig sind. Die Ableitung der Wirkung S(€) nach e fithrt (im Limes € — 0) auf :

ds teod [N, :
- :/t - > l6i + enl[pi + eri] — H(qi + en;, p; + erist) | di
1 i=1
ta (5 OH oOH
= NP + Giki — w1 — K | dt. 8.55
5 (;np Gk = 5= 5 > (8.55)

Nach partieller Integration des Terms mit 7; und Beachtung der Randbedingungen (n;(¢;) =
ni(t2) = 0) an den Integrationsgrenzen erhalten wir

ds ta (S _ , OH OH
de /t1 (Z[_ﬁz‘pi] + qik; — 3—qim — a—/‘éz> dt

i=1 ]

ty $ oOH oOH
_ EPTCR I 8.56
2 ) (-5 c30)

Da die Funktionen 7, k; beliebig und linear unabhéingig sind, miissen die Koeffizienten in
den (..) selbst verschwinden, was gerade auf die kanonischen Bewegungsgleichungen (8.31)
in den Variabeln (g;, p;) fiihrt.

Wir kommen nun zuriick auf Gleichung (8.54). Wegen der verschwindenden Variation an
den Integrationsgrenzen unterscheiden sich dann die Integranden — abgesehen von einer
unbedeutenden Konstanten ¢ — lediglich um ein totales Zeitdifferential einer belieben,
stetig differenzierbaren Funktion F' in den Variablen g¢;, p;, Q;, P;; t; explizit:

) d
(Z dipi — H(q, pi; t)) =c (Z QiP — H'(Q;, P;; t)) + %F(Qi,pz‘; Qi, Pi;t),  (8.57)

da bei der Variation die Endpunkte festgehalten werden, d.h.

t2 dF
§ | dt— =0(F(t1) — F(t2)) = 0. (8.58)
t1 dt
Nach diesen vorbereitenden Bemerkungen definieren wir nun eine Transformation als
kanonisch, wenn die Konstante ¢=1 ist, d.h. wenn fiir eine beliebige Hamiltonfunktion
H(g;,p;i; t) eine Hamiltonfunktion H'(P;, Q;;t) existiert mit der Eigenschaft:

. : , d

> (Qipi - Pin’) — H(gi, pi;t) + H'(Qs, Pi5t) = %F(Qi;pi, Qi, Py t). (8.59)
=1

8.4.1 Erzeugende der kanonischen Transformationen

Die in (8.59) eingefiihrte Funktion F'(g;, p;, Q;, P;;t) ist eine beliebige (stetig differenzier-
bare) Funktion von 4s + 1 Variablen, von denen aber nur 2s + 1 linear unabhéingig sind,
da die Anzahl der Freiheitsgrade des Systems s betrigt und wir fiir jeden Freiheitsgrad
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2 unabhingige Variablen benétigen; die Zeit ¢ ist ein zusitzlicher Parameter. Es gibt
also — bis auf Linearkombinationen — nur 6 unterschiedliche Klassen von erzeugenden
Funktionen mit jeweils 2s 4+ 1 unabhéngigen Variablen:

Fi(qi, Qist), Fo(qi, Pist), F5(pi, Qist), Fulps, Pist), F5(qi,pit), Fs(Qs, Pist).  (8.60)

Von diesen Funktionen ist Fj eine Funktion der Variablen (g;, p;) allein, so daf§ wir (8.59)
schreiben kénnen in der Form

s ‘ / d
(qui — H(q;,pi;t ) (ZPQZ H'( C%RJ)) th5(qi,pi;t)
=1

(. 0F; . 0F3 OF}
— ~ ) . 61
;<%aqz’ Ty 8pz~>+ ot (8.61)

Die Zeitableitung in der Koordinate (); konnen wir umschreiben unter Verwendung der
funktionalen Abhéngigkeit von den (g;, p;;t),

N ° an . an . an
Qi—kZ:l<aquk+ 8pkp>+ o (8.62)

und erhalten aus (8.61)

5., s 8Qk Q an /
i P _ i - H i) Di; H “PZ,
;qp Z k<i1[8qu+apip]+at> (g, pit) + H'(Qi, P 1)

B OFs\  OF;
Z (qz Zapi> + > (8.63)

Da nach Voraussetzung die g¢;, p; linear unabhéingig sind, miissen auch die ¢;, p; linear
unbhéngig sein und damit die Koeffizienten der Terme ~ ¢; und ~ p; identisch verschwin-
den. Wir erhalten dann durch Koeffizientenvergleich:

> 0Qr  O0F;

i — )b = : 8.64
P kzzjl : 0 0 ( )
° 0Qr  OF;

-3 P =3 (8.65)

k=1 apz apz

0Qr  OF;

H' = H+ZP,c 5 e (8.66)
Die Gleichungen (8.64),(8.65) stellen ein System von gekoppelten Gleichungen (der Di-
mension 2s) dar, welches nach den Py(g;, pi;t), Qk(qi, pi;t) aufzulésen ist. Die gesuch-
te Hamiltonfunktion H'(Qy, Px;t) folgt dann aus (8.66) durch Einsetzen der Losungen
Pi(qi, pist), Qe(qi, pis t), wobei die partielle Zeitableitung von F5 noch beliebig gewéhlt
werden kann. Die 'Erzeugende Funktion’ Fj generiert somit unendlich viele kanonische
Transformationen! Ohne expliziten Beweis sei bemerkt, dafl dieser Sachverhalt auch fiir
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die Erzeugende Fg(Q;, P;;t) gilt, da sie ebenfalls eine Funktion der konjugierten Varia-
blen Q;, P; ist. Die Auflésung des gekoppelten Gleichungssystems (8.64),(8.65) ist jedoch
recht aufwendig, da alle Gleichungen die gesuchten Funktionen P, und @) in nichttrivialer
Weise enthalten.

Wir untersuchen daher im Folgenden die Funktionen Fi, .., Fy und beginnen mit F} (¢;, Q;; ).
Eine Transformation heif3t dann kanonisch, wenn

dFy

> dipi = 3 PiQi = H(gipit) + H'(Qi, Pit) = —=
=1 1=1

8F1 8F1> 8F1 (8.67)

"§:<% 00,

Aufgrund der linearen Unabhéngigkeit der ¢; und Q; erhalten wir durch Koeffizientenver-

gleich
0P (qi, Qist)

pi = a—qia (8-68)
P, = —8Qi , (8.69)
H =H+ % (8.70)

Falls die Koordinaten ¢;, (); linear unabhéngig sind, ist die Transformation auf die Ko-
ordinaten p;, P; genau dann kanonisch, falls eine Funktion Fj(¢;, Q;;t) mit den Eigen-
schaften (8.68),(8.69),(8.70) existiert.

Als Beispiel berechnen wir die Transformationsgleichungen aus der erzeugenden Funktion

F(.Q) = -, 5.7)
Nach (8.68) folgt
=== (8.72)
und nach (8.69)
aFl (q7 Q) 1
P = =-=P . 8.73
90 ;- Plap) (8.73)
Mit (8.72) ergibt sich dann
Q =pq’ = Q(a,p), (8.74)

womit das Problem der Transformationsgleichungen von den Variablen (g, p) auf die neuen
Variablen (@, P) gelost ist.

Umkehrung: Andererseits kann man aus einer bekannten Transformation, z.B.

() ( Gy = () -



die Erzeugende F)(q, Q) berechnen. Gleichung (8.75) ergibt sofort
p=exp(Q). (8.76)
Wir beginnen mit (8.68) und integrieren iiber dg, was F} liefert in der Form
Fi(q, Q1) = /p(q, Q) dg +9(Q;1) = gexp(Q) + 9(Q; 1) (8.77)

mit einer beliebigen, stetig differenzierbaren Funktion ¢(Q;t). Mit (8.69) erhalten wir
weiterhin

OF' 09(Q;
P00 = —gew(@+ 220 i, (879
woraus unmittelbar folgt: (@4
dg(Qst)
0 0. (8.79)

Damit ist die Erzeugende F; = gexp((Q)) — bis auf eine unbedeutende Konstante — be-
stimmt.

Die allgemeine Vorgehensweise zur Berechnung der Transformationen @;(g;, p;; t) und
P;(gi, pi; t) ist wie folgt: Bei gegebenem Fi(g;, Q;;t) berechnet man zunéchst die s Bewe-
gungsgleichungen fiir die p; durch Differentiation der Erzeugenden F nach den ¢; und 16st
die Gleichungen nach den Q;(g;, p;; t) auf. Sodann berechnet man die Ableitungen von Fj
formal nach den @; und setzt die berechneten Q;(g;,p;;t) in den gewonnenen Ausdruck
fir die P; ein, woraus sich die Transformationen P;(g;, p;;t) ergeben.

Die erzeugende Funktion Fy(g;, P;;t)

Wir beginnen zunéchst mit einer Funktion Fy (gi, P;;t), welche die gleichen linear un-
abhingigen Variablen wie die (spiter zu definierende) Funktion Fy(gq;, P;;t) hat. Eine
Transformation (8.48) ist dann kanonisch wenn:

s ) s . dF
=1 =1
& (.O0F, . OF,\  OF,
P (q’a Plem)+ o
° . 8 z- 8 z a % '
> [Qipz P, Z( @ 8}% k) _Pia—ci] — H(qi,pi;t) + H'(Qi, Pi;t)  (8.80)
=1

unter Ausnutzung der funktionalen Abhéngigkeit QQ;(gk, ; t). Aufgrund der linearen Un-
abhéingigkeit der ¢; und P; erhalten wir durch Koeffizientenvergleich

. 0Qy 3F2(qy,Py,t) 0 [ : ]
-3°P B+ S PO 8.81
kZ::l “ou T o G ,; it (8.81)
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an 8F2(q-,P-;t) o - s

0Qi 5F2(Qj,f’j;t) AP
. 5 H+at&+%¥MM, (8.83)

H' = H+ZP

wobei wir zusétzlich die lineare Unabhéngigkeit der Variablen (g¢;, Py) ausgenutzt haben,

Die Gleichungen (8.81), (8.82), (8.83) legen nahe, eine erzeugende Funktion Fj(g;, P;;t)
zu definieren iiber

Fy(qi, P t) = Fy(qi, Pst) + > PuQy. (8.84)

Damit lassen sich die Gleichungen (8.81), (8.82), (8.83) in kompakter Form schreiben:

_ 0Fy(qy, Py;t)

e T (5.55)
_ 0Fy(g;, Py t)

Q= =G, (5.56)

E:H+@ﬁ%ﬁﬂ. (8.87)

Beispiel: Wir berechnen die Erzeugende F5 fiir die Transformation

(g>:<f£>. (8.88)

Mit p = —P/q erhalten wir durch Integration von (8.85):
P%%sz/MPﬂM¢+MP%=—qu+ﬂP) (8-89)

mit einer beliebigen, stetig differenzierbaren Funktion ¢g(P). Wir nutzen nun (8.86) um
g(P) iiber (8.89) zu bestimmen:

B _ 0 9-Plug+yg(P)] dg(P)
Q=Ilnp= P = 5P = lnq—i-iap . (8.90)

Integration von dg(P)/OP iiber P liefert (mit In(p) + In(q) = In(pq))

:/mmmP:/m@PmP:Pmem—P. (8.91)
Damit erhalten wir die Erzeugende F;(q, P) zu

Fy(q,P)=—Plng+ PIn(—P) — P =P (In(—P/q) — 1)). (8.92)
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Tabelle 8.1:

Ubersicht
p=+0F/dq | P=-0F/0Q | H =H+0F /0t
p=+0F,/0q Q = +0F,/0P H' = H + 0F,/0t
q:—8F3/8p P:—8F3/8Q H’:H+8F3/8t
q:—8F4/8p Q:+6F4/8P H’:H+8F4/8t

R

=

:QAE&\/—\
Q| |e
N % N N

o B e e

Zusammenhang zwischen den Erzeugenden F| und F,

Aus den Definitionsgleichungen fiir kanonische Transformationen (8.67) und (8.80) folgt

sofort: p
y (Fi = F2) = 0 oder Fy = Fy + const., (8.93)

wobei die Konstante ohne Einschréinkung als 0 angenommen werden kann. Mit (8.84)
erhalten wir dann unter Verwendung von (8.69):

- 5 5 oF
Fy(¢i, Pi; t) = Fu(gi, Py t) + Y PuQi = Fi(qi, P t) + Z(_a—l)Qk
k=1 k=1 Qk
L OF
= Fi(gi, Pit) = 3 5~ Q. (8.94)
k=1 an

Damit erweist sich die Erzeugende F; als Legendre-Transformierte von F}.

8.4.2 Die erzeugenden Funktionen im Uberblick

Analog zur vorhergehenden Betrachtung findet man, dafl auch die Erzeugenden F3 und
F sich als Legendre-Transformierte von Fj ergeben:

F3(pi, Qi t) = Fi(qi, Qist) — > ——au, (8.95)
wihrend Fy(p;, P;;t) durch eine doppelte Legendre-Transformation ensteht:

5. (OF] oF 5
Fi(pi, P;t) = Fi(qi, Qizt) — Y (a—IQk + 8—1Qk> = Fi(qi, Qi t) + > (PeQr — P -
k=1 qk Qk k=1
(8.96)

Die aus den Forderungen (8.59) durch Koeffizientenvergleich folgenden Verkniipfungen
sind in der Tabelle 8.1 fiir die Erzeugenden F, .., F; zusammengestellt:

Bemerkung I: Aus der Tabelle 8.1 folgt unmittelbar, dafl bei nicht zeitabhéngigen Trans-
formationen die Hamiltonfunktion selbst eine kanonische Invariante ist, d. h. H' = H.

135



Bemerkung II: Alle Punkttransformationen ¢; — @Q;(g;;t) sind kanonisch, denn es gibt

eine Erzeugende

F qz;Pl,t ZQ q],

mit OF ' 90
2 k
p an = an (q] ) k
und OF. . 0P,
o 2 ko .

Als Beispiel betrachten wir zum Abschlufl wieder den harmonischen Oszillator,

2

p m
H(g,p) = 5~ + 5w§q2,

und untersuchen die kanonische Transformation, die von der Erzeugenden

Fi(q,Q) = —woq ? cot(Q)

generiert wird. Wir erhalten dann nach Tabelle 8.1

oF, oF; mwoyq? , 2Psin*(Q)
b dq muog cot(Q); 0Q  2sin*(Q) oder 4 mwo
Durch einfaches Umformen ergibt sich dann:
cos cos
P = Mmwyq sin((g)) = Mmwy sin((g)) e sin(Q 2Pmuwy cos(Q) = p(P, Q).

_ psin(Q) sin(Q / _
= m = 1/2Pmuw cos(Q)mw0 cos(Q =q(P,Q).

Die Hamiltonfunktion H'(Q, P) ist in den neuen Koordlnaten gegeben durch:

2
P m
H,(Q,P):H(q(P,Q),p(Q,P)): 9 +_w§q2:
m 2
_ 2Pmuwyg cos?(Q) N ng 2P
2m 2 Tmuwy

und die Bewegungsgleichungen in den Koordinaten P, () sind:

oH' : 8H’

P:_(?Q:O Q—

= Wo-

sin?(Q) = Pwy cos*(Q) + Pwy sin®(Q) = Puwy,

(8.97)

(8.98)

(8.99)

(8.100)

(8.101)

(8.102)

(8.103)

(8.104)

(8.105)

(8.106)

Diese Bewegungsgleichungen zeigen unmittelbar, dal P = H'/wy, = Py eine Konstante
der Bewegung ist, welche proportional zur Energie ' = H' ist. Andererseits folgt aus der

2. Gleichung sofort die Losung fiir die Winkelvariable

Q(t) = wot + @,
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wobei « eine beliebige Phase bezeichnet, die durch Anfangsbedingungen zu spezifizieren
ist. Die Losung ist vollstindig, wenn wir noch die Ergebnisse fiir P und Q(¢) in die
Transformationsformeln (8.103), (8.104) einsetzen:

2P,
% sin(wot + ), (8.108)
mwo

p(t) = \/2Pymwy cos(wot + ). (8.109)

Die von der Erzeugenden F (8.101) induzierte Variablen-Transformation erlaubt also eine
einfache Losung des Oszillatorproblems.

q(t) =

8.4.3 Kanonische Invarianten

Als kanonische Invarianten bezeichnen wir solche Gréfien, welche sich nicht unter ka-
nonischen Transformationen dndern. Bisher haben wir als Beispiele die Invarianz der Ha-
miltonfunktion H unter — nicht explizit zeitabhingigen — kanonischen Transformationen
kennengelernt sowie die Forminvarianz der Hamilton’schen Bewegungsgleichungen. Wir
zeigen nun generell, daf die Formulierung der Dynamik mit Hilfe der Poisson-Klammern
(8.4) — bei zeitunabhéngigen Transformationen — kanonisch invariant formuliert werden
kann. Wir beginnen mit der

Invarianz der fundamentalen Poisson-Klammern

Seien (g;,p;) und (Q;, P;) zwei kanonisch konjugierte Variablensitze, fiir die jeweils die
Hamilton’schen Bewegungsgleichungen gelten mit

H'(Q5, Py) = H(a:(Qj, Py), pi(Qy, Py))- (8.110)
Dann gelten :
{Qi, Qitpqg = 0; {Ls, Pi}pg = 0;{Qs, Pj}pq = 05 (8.111)
Zum Beweis von (8.111) bilden wir die Zeitableitung von @);,

. . [0Q; . 0Q); . > 5 <8QZ OH 00Q; 8H>
P = + = Y ey
“ ICZ::I (a% o Opk P kz::l dqr Opr,  Opr Oy

5 <8Qi l@H’ o aH'@] Q. laH' o aﬂ'@b
=1 \Oar | 0Qu Opy ~ OF; Opy Opr |0Q1 Oqr,  OP, Ogy

_ Zs: <3H’ lan’ 0Q;  0Q; an] +3H’ [3@ op, 3@@])
k=1

0Q | Oqr Opr,  Opy Ogy OF, | Oq, Opr,  Opy Oqi
- Z (_Pl{Qza Ql}p,q + Ql{Qia Pl}p,q) = Qz (8112)
=1
Folglich muf} gelten:
{Qia Ql}p,q = 0; {Qza [)l}p,q = 6il- (8-113)

Der noch fehlende Beweis fiir {P;, P}, , = 0 folgt aus der analogen Berechnung fiir P,
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Invarianz allgemeiner Poisson-Klammern

Wir wollen nun zeigen, dal der Wert einer Poisson-Klammer unabhéngig ist von dem — als
Basis — verwendeten Satz kanonischer Koordinaten. Dazu betrachten wir zwei beliebige
Phasenraumfunktionen F' und G und zwei Sétze kanonischer Variabler (¢;, p;) und (Q;.P;)

mit
@ a(Qj, Pj) > < Qi > < Qi(g5,p;5) >
= , = ) 8.114
( iz > ( pu(@Qj, Fj) P, Pi(g;,p5) ( )
Fiir die Poisson-Klammer von F' und G in den Variablen ¢, p folgt dann:

> <8F oG  OF 8G>

{Fa G}p,q = Z =

j=1

_ Z (3_F [E@Jr%@] or [E@+§@]>
=1 dq; |0Qu Op; ~ OP, Op, 0Q, 0g; 0P, 0qg,

O

e 0G
= ; (8—@{F’ Qutpq + 6—B{F’ Pz}p,q> : (8.115)

Zwei Zwischenergebnisse, die aus (8.115) unmittelbar folgen, sind:
i) Fiir F' = @y, folgt unter Ausnutzung der fundamentalen Poisson-Klammern

oG

= ——. A1
{Ga Qk}q,p OP, (8 6)
ii) Fiir F' = Py ergibt sich analog
oG
{G, Pk}q,p - TCQIC (8117)

Setzen wir (8.116) und (8.117) in (8.115) ein, so ergibt sich die Invarianz der Poisson-
Klammer unter kanonischen Transformationen, da F' und G beliebig gewéhlt waren:

=3 (50 |-55] * o5 |30y ) = FGhre 1)

=1
Wir koénnen also die Indizes an den Poisson-Klammern, welche die Basis-Variablen ver-
deutlichen, weiterhin einfach weglassen.

8.4.4 Kiriterien fiir kanonische Transformationen

In der Praxis stellt sich oft die Frage, ob eine bestimmte Transformation kanonisch ist
oder nicht. Diese Frage lafit sich hiufig nicht einfach beantworten, wenn die zugehorige
explizite erzeugende Funktion nicht bekannt ist. Zur praktischen Uberpriifung ist dagegen
der folgende Satz von grofler Hilfe:

Eine erweiterte Transformation (8.48) ist genau dann kanonisch, wenn die
fundamentalen Poisson-Klammern in den neuen Variablen erfiillt sind, d.h.

{Qi, @} =0={P;, P;}; {Qi, P} = 6. (8.119)
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Wir fiihren den Beweis fiir nicht explizit zeitabhéngige Transformation, d.h. fiir verschwin-
dende explizite Zeitableitung der Erzeugenden 0Fy /0t = 0, durch, so dafl wiederum gilt:

H(gi,pi) = H'(Q), P;) = H(q:(Q;, ), pi(Q5, Py))- (8.120)

Da nach Abschnitt 8.4.3 die Poisson-Klammern invariant sind unter kanonischen Trans-
formation, wihlen wir der Einfachheit halber die Variablen ¢;, p;. Fiir die Zeitableitung
von (); und P; gilt dann:

: s (0Q;0H Q. 8H>
={Q:,H},, = . 8.121
QJ {QJ }Q:p ; ( an apl apl an ( )
' (0P;0H O0P;0H
P={P, H),, =S |=22= 2377 ), 8.122
J { J }lI:P ; <3Qz apl apl aql> ( )

Die partielle Ableitungen der Hamiltonfunktion lassen sich weiterhin wie folgt umschrei-
ben:

OH OH' 00,  OH' apk>
- = + 8.123
8]91 2_: (an Op 0P, Op ( )
OH' 0Qy  OH' apk>
. 8.124
3(11 1; (an Iq aPk Oqy ( )

Wir setzen (8.123) und (8.124) in Gleichung (8.121) ein,
25: <8Qj <8H’ OQk N OH' 8Pk> _0Q, <8H’ 0Qr OH' 8Pk>>

Qj = {Qja H}q,p =

+
i\ Oa \OQx Opr 0P Op Op \OQx dq  OP Oq
(8.125)
und fassen zusammen zu:
OH' OH'
Q5 = {Qja H}ep = Z ( {Qja Qrtep + oP, {Qja Pk}q,p) : (8.126)
Auf gleiche Weise findet man mit (8.122):
i OH' oOH'
Py :{PjaH}q,p:kz::l < 90 ——{Qr J}QP apk{Pjapk}q,p> . (8.127)
Die Hamilton’schen Bewegungsgleichungen
. OH' : OH'
Qj = Pj = — (8.128)

ap;’ 0Q;

gelten also genau dann, wenn die fundamentalen Poisson-Klammern (8.119) in den neuen
Variablen erfiillt sind (q.e.d.).

Die Formulierung der Newton’schen Dynamik in Form von Poisson-Klammern, welche
invariant unter kanonischen Transformation sind und konjugierte Variable iiber die
fundamentalen Poisson-Klammern (8.119) festlegen, erlaubt einen einfachen Ubergang
zur Quantenmechanik.
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8.5 Theorem von Liouville

Das Theorem von Liouville bietet weiterhin einen eleganten Einstieg in the statisti-
sche Mechanik. Um den Zustand eines Systems von Teilchen als Punkt im Phasenraum
festlegen zu konnen, mufl man die Anfangsbedingungen zur Losung der kanonischen Glei-
chungen exakt kennen, was fiir Systeme mit sehr vielen Teilchen (N ~ 10%) praktisch
unmoglich ist. Als eine weniger genaue (fiir viele Fragen dennoch ausreichende) Zustands-
beschreibung bietet sich dann die Angabe der Wahrscheinlichkeit p(g;,p;;t) an, mit
der das System sich zur Zeit ¢ am Punkt (g;,p;) im Phasenraum befindet. Kennt man
p(gi, pi; ), so kann man den Erwartungswert einer Observablen G als Mittelwert be-
rechnen:

<G >= /p(qi,pi;t) G(gi,pi;t Hd%dpz (8.129)

mit der Normierung

/P(Qi,pi; t) HindPi =1 (8.130)

Wenn die mittleren quadratischen Abweichungen AG? =< G? > — < G >2 hinreichend
klein sind (was fiir grofie Teilchenzahlen in der Regel der Fall ist), kann man den Mittelwert
(8.129) mit dem makroskopischen Mefiwert identifizieren.

Der Veranschaulichung von p dient in der statistischen Mechanik das Konzept des En-
sembles: Man ersetzt das tatsdchliche System, dessen Anfangsbedingungen man ungenau
(oder unvollsténdig) kennt, durch einen Satz vieler gleichartiger Systeme ("Ensemble’) mit
verschiedenen, aber jeweils genau spezifizierten Anfangsbedingungen, in Einklang mit den
makroskopischen Kenntnissen iiber das tatsdchliche System. Jedes Mitglied des Ensem-
bles wird im Phasenraum durch einen Punkt reprisentiert, das Ensemble also durch einen
‘Schwarm’ von Punkten im Phasenraum, deren Verteilung durch die Wahrscheinlichkeit
p bestimmt ist.

Aus dieser Vorstellung folgt die Liouville-Gleichung fiir die Verteilungsfunktion p, wel-
che besagt:

d 9,
” = {p H} + 5 p = 0. (8.131)
Zur Erlduterung von (8.131) benutzen wir die kanomsehen Gleichungen, womit wir
op. Op.
() =3 (i 5o (8.132)
nach der Definition (8.4) erhalten. Da nun
a% apz 82H 82H
— | = — =0 8.133
,OZ (a% api) pXi: (3%319@' Op;0q; ’ ( )
wird
(0. ) =3 (o (o) + - () (8.134)
7 i 8%’ 8pi ’
also 5 5 5
: , p
9 i)+ L (opi) | + 2P = 1
Ei: <8qi(pq)+ ap, PP )> + 5 =0 (8.135)



auf Grund von (8.131). Gleichung (8.135) kann nun als Kontinuitétsgleichung im Pha-
senraum verstanden werden,

0
P 1 div(pv) =0 (8.136)
ot
mit .
g=[ 7 (8.137)
Di
als Geschwindigkeit im Phasenraum und
0 0
div=(=—,=—). 8.138
v = ( 9 api) (8.138)

Das in (8.131), (8.135) oder (8.136) ausgesprochene Liouville Theorem 14t sich dann
— analog zur Ladungserhaltung in der Elektrodynamik — als Erhaltung der Zahl der das
Ensemble reprisentierenden Punkte im Phasenraum verstehen: laut (8.136) kann sich die
Zahl der Punkte in einem bestimmten Bereich Vpj, des Phasenraumes nur dadurch &ndern,
dafl Punkte des ’Schwarms’ hinein- bzw. herauswandern.

Von besonderem Interesse fiir die Gleichgewichtsthermodynamik ist der Fall einer sta-
tiondren Verteilung,

dp
— =0 8.139
at Y ( )
wofiir
{p,H} =0 (8.140)
wird. Wichtige Losungen von (8.140) sind:
p=0(H—FE), (8.141)

was als mikrokanonisches Ensemble bezeichnet wird, wo die Gesamtenergie des Sy-
stems genau bekannt ist. Falls nur der Mittelwert (8.129) der Energie < H > aufgrund
einer Wechselwirkung mit einem ’Wdrmebad' bekannt ist, wird p zu

p =-exp(—H/(kT)), (8.142)

was als kanonisches Ensemble bezeichnet wird. In (8.142) kann 7" dann mit der phéno-
menologischen Temperatur des Systems identifiziert werden, wihrend k& die Boltzmann-
Konstante bezeichnet.

Neben dem mikrokanonischen und dem kanonischen Ensemble treten in der statistischen
Physik noch weitere Ensemble auf, die jeweils dadurch charakterisiert werden, ob eine
thermodynamische Observable exakt oder nur im Mittel erhalten ist. Bei sehr groflen
Teilchenzahlen spielen diese Unterscheidungen keine Rolle, sind jedoch von grofler Bedeu-
tung fiir die Quantenstatistik, in welcher die thermodynamischen Potentiale — &hnlich
den erzeugenden Funktionen Fi,.., Fy — auseinander durch Legendre-Transformationen
hervorgehen.
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Kapitel 9

Erganzungen

9.1 Relativistische Mechanik

Am Beispiel der relativistischen Behandlung eines geladenen Teilchens wollen wir zeigen,
wie Lagrange- und Hamilton-Formalismus sich auf andere Gebiete der Physik iibertragen
lassen.

9.1.1 Lagrange-Funktion fiir ein relativistisches Teilchen

Wir suchen nach einer Lagrange-Funktion, die die Bewegungsgleichung

d . .
%(m(v)v) =K (9.1)
mit mo
m(v) = y(v)mg = \/ﬁ (9.2)
und
K = q(E + (7 x B)) (9.3)

fiir den Fall der Lorentzkraft reproduziert. Dabei sollen die fundamentalen Beziehungen

der Lagrange-Mechanik,
oL

pum— a—/l)i,
fiir die generalisierten Impulse (9.4) sowie die Lagrange-Gleichungen,

d (0L oL

pi (9.4)

erhalten bleiben. Da sich gegeniiber dem nichtrelativistischen Fall nur (9.2) dndert, liegt

es nahe anzusetzen: 3
L=T—qd®+qv-A, (9.6)

wobei T' so aufgebaut sein muf, daf

=m(v)v; (9.7)



gilt. Die Losung ist (bis auf eine Integrationskonstante)
2
T:—moc2\/1—v2/c2:—%, (9.8)
v (v
offensichtlich verschieden von der kinetischen Energie

2

V1 —v2/c?

Setzt man (9.8), (9.6) in (9.5) ein, so erhilt man — wie gewiinscht — die Gleichungen (9.1)
~ (9.3) (UB).

T = —moc® = moc*(y(v) — 1). (9.9)

9.1.2 Hamilton-Funktion fiir ein relativistisches Teilchen

Die Hamilton-Funktion erweist sich als identisch mit der Energie:

H = Zvlpl—i-moc\/I—UQ/CQ—i-q(I)—qZUZ-A-:
\/72/4—77’1,00\/1—2)2/62 q® =T + q® + moc®> = E, (9.10)
2

da
oL

90 m(v)v; + qA;. (9.11)

pi =

9.2 Kontinuumsmechanik

9.2.1 Lagrange-Funktion fiir die schwingende Saite

Wir gehen aus von einer (langen) linearen Kette von Massenpunkten (siehe Abb. 9.1),
deren Lagrange-Funktion fiir harmonische Kréfte bei Beschrankung auf Ndchste-Nachbar-
Wechselwirkung lautet:

Zqz Z qi+1 — QZ) . (9.12)

Dabei sind die generalisierten Koordinaten ¢; die Auslenkungen der Teilchen aus der
Gleichgewichtslage, ¢; die zugehorigen generalisierten Geschwindigkeiten (Abb. 9.1).

Aus (9.12) ergeben sich die bekannten Bewegungsgleichungen gekoppelter, harmoni-
scher Oszillatoren:

mé; — k(qiv1 — @) + k(g — qi-1) = 0. (9.13)

Fiir den Grenzibergang zum Kontinuum (siehe Abb. 9.2) formen wir (9.13) um mit p =
m/a und k = ka:

. _ ~.)\2
L=3 (gq'f - HLHM 4 > a=>al; (9.14)

i
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Abbildung 9.1:

und ersetzen (im Limes a — 0)

%—If; é(qm —q) — % (9.15)

ox
c_—/< (%“f) aw )d = [ Lax. (9.16)

Lassen wir zu, daf} im allg.

P T Y e /dx....; g — (x;t); §; —
i

Dann wird

o 9

it 9.17
o, 2290, (9.17)
so folgt aus dem (verallgemeinerten) Hamilton’schen Variationsprinzip,
oY Oy
Ly, 22, 52, - .
// (1, 5 8x’t) dzdt = Extremum, (9.18)
fiir die zugehorigen FEuler’schen Gleichungen:
0 ( L ) 0 ( L ) oL
ot \o(%)) oz \o(%%)) oy
analog zu
d (L oL
— | =] = . 9.20
Speziell im obigen Fall (9.16) erhilt man aus (9.19) die bekannte Schwingungsgleichung
0Py 0y
) == =0. 9.21
Oy %0 (9.21)
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Abbildung 9.2:

9.2.2 Hamilton-Funktion fiir die schwingende Saite

Anstelle der generalisierten Impulse im diskreten Fall,

oL
pl - aql7
tritt sinngeméf :
(2, 1) oL
™, = A ov\?
(%)
und wir konnen mit Hilfe der Lagrange-Dichte L eine Hamilton-Dichte
O
h=nr——1L
"ot

definieren. Die Hamilton-Funktion ist dann das rdumliche Integral von h:
Hz/hdxz/(wa—w—L> dx
ot

H:ZPiq'i—ﬁ

entsprechend

im diskreten Fall.

Erweiterungen:
1) Die Verallgemeinerung auf 3 rdumliche Dimensionen ist einfach:

T = xy; /dx — /dl‘ldl‘gdl'g .....
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und (I =1,2,3)

81/) 81/)
t t);

2.) Im Fall der Elektrodynamik tritt nicht nur 1 Feldfunktion (7, t) auf, sondern 4 un-

abhéngige Feldfunktionen, die einen 4-Vektor bilden:

(9.28)

O(7, 1), A(F 1)) (9.29)

Die allgemeinen Gleichungen fiir das Vierer-Feld A, (7, ¢) mit (¢ =0, 1,2, 3) aufzustellen,
ist Gegenstand der Elektrodynamik.

9.3 Numerische Verfahren

Zum Abschluf} erldutern wir die wichtigsten numerischen Verfahren, die fiir die Losung
der Probleme in der Mechanik von Bedeutung sind.

9.3.1 Differentiation
Eine Funktion f,, = f(x,) sei auf einem Gitter mit gleichem Abstand h bekannt, d.h.

fo=f(xn); v, =nh; (n=0,£1,%2,...). (9.30)

Um die Ableitung der Funktion f(z,) an der Stelle z = 0 zu berechnen, entwickeln wir f
in der Umgebung von x in einer Taylor-Reihe

2 3
@) = fotaf + S+ 5" (9.31)

wobei alle Ableitungen an der Stelle z = 0 zu berechnen sind. Damit ist die Funktion f
an den Gitterpunkten x1; gegeben durch

h? h3
fer=fox hf' + 7f” + Ef’” + O(RhY). (9.32)

Mit O(h*) werden dabei Terme der Ordnung h* oder hohere Potenzen von h bezeichnet.
Weiterhin gilt:
/ 4h2 n 8h3 mn 4
Jaz = fo£ 20"+ == f" £ == [" + O(R"). (9.33)
Nach Subtraktion von f ; von f; in (9.32) und Umordnung der Terme gilt:

fi—fa B

! " 4
=t o, (9:34)

wobei der Term ~ f” fiir hinreichend kleine h verschwindet. Die Differenzformel

h—fa

T (9.35)

fl
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ist exakt, wenn die Funktion f im Interval [—h, h| ein Polynom 2. Grades ist, da héhere
Ableitungen verschwinden.

Durch geeignete Kombinationen der Formeln (9.32), (9.33) lassen sich Differenzformeln
fiir hohere Ableitungen angeben. Zum Beispiel sieht man direkt, daf3

fi=2fo+ fa =R f"+0(hY) (9.36)
gilt. Daraus folgt fiir die 2. Ableitung von f an der Stelle x = 0 mit einer Genauigkeit der
Ordnung h?

fi=2f+ /-
. h‘; L f (9.37)

Fiir die 3. Ableitung von f in x = 0 erhélt man

Jo=2fi+2f1—fo
2h3

~ f". (9.38)

Bemerkung: Fiir die Berechnung der Ableitung von f an der Stelle x,, verschiebt man
die Argumente in den diskreten Formeln um n.

9.3.2 Integration
Fiir die Integration einer Funktion f(x) im Intervall [a, b] teilt man das Integral auf:

a+2h a+4h a+4h b

b

/ f(z)dz :/ fla)dz + fla)dz + F@)de + o+ [ fl2)de. (9.39)
a a a+2h a+2h b—2h

Die zugrundeliegende Idee ist nun, die Funktion f innerhalb des Integrationsintervalls

[—h, h] durch eine Funktion zu approximieren, die sich leicht exakt integrieren lafit. Die

einfachste Funktion ist eine lineare Approximation, welche die Trapez-Formel

/h F(w)ds = g(f_1 + 2o+ fi) + O(H) (9.40)

—h

liefert. Genauere Integrationsformeln lassen sich wieder aus den Taylor-Entwicklungen
(9.32), (9.33) herleiten:

_f_lx—l— Ji—=2fo+ fo1 5

flz)=fo+ h 57 Y% 2 + O(2%). (9.41)

Dieser Ausdruck 148t sich elementar integrieren und wir erhalten die Simpson-Regel,
h h ;
[ F@)de = Z(fi+ 4o+ f1) + O, (9.42)

die um 2 Ordnungen in h genauer ist als (9.40). Mit (9.42) 1a8t sich das Integral (9.39)
approximieren durch:

/abf(a:)da: _ g[f(a) +Af(a+h) +2f(a+ 2h) + 4f(a+ 3h)
+2f(a+4h) +4f(a+5h)+ ... +4f(b—h) + f(b)]. (9.43)
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Unter Beriicksichtigung von hoheren Termen in der Taylor-Entwicklung ergibt sich die
Bode-Formel

T4 2h

/ fl@)de = Z(Th +32f1+ 120+ 32f3 + Tfs) + O(AT), (9.44)
Zo

welche um 2 Ordnungen genauer in h als (9.42) ist, aber auch einen deutlich erh6hten

Rechenaufwand impliziert.

9.3.3 Gewohnliche Differentialgleichungen

Die allgemeinste Form einer gewohnlichen Differentialgleichung ist ein Satz von M = 2s
gekoppelten Gleichungen 1. Ordnung,

dy

o =), (9.45)
mit einer unabhéngigen Variablen ¢ und einem M -dimensionalen Vektor y = (y1, ..., yar),
wie zum Beispiel die kanonischen Bewegungsgleichungen in der Hamilton-Dynamik. Die
Aufgabe besteht nun darin, den Wert von y () zu bestimmen, wenn ein Anfangswert von
y(to) = yo gegeben ist.
Eine der einfachsten Algorithmen ist die Euler-Methode, in der die Gleichung (9.45) am
Punkt ¢, betrachtet und die Ableitung auf der linken Seite durch die Vorwérts-Differenzen-
Néherung ersetzt wird:

TS L O(h) = (Y ). (9.46)

Damit 148t sich y, 1 durch eine Rekursionsformel aus y, berechnen:

Ynt+1 = Yn + hf(Yna tn) + O(h’Z) (947)

Diese Formel hat einen lokalen Fehler von der Ordnung h?, da der Fehler der Vorwérts-
Differenzen-Formel O(h) betrigt. Der globale Fehler ist dann bei N Integrationsschritten
von t = 0 bis t = 1 von der Ordnung NO(h?) ~ O(h). Dieser Fehler nimmt nur linear mit
der Schrittweite h = At ab.

Ein anderer Weg, um Losungsverfahren héherer Genauigkeit zu finden, ist es, Rekursions-
formeln aufzustellen, in denen y,; nicht nur mit y,,, sondern auch mit y,_1,yn_2, Yn—3, --
verkniipft wird. Um solche Formeln explizit herzuleiten, integrieren wir einen Schritt der
Differentialgleichung exakt und erhalten:

tn+1

Ynt1 =¥Yn + ] f(YJ t) dt. (948)
Man kann nun die Werte von y an den Stellen ¢, und t¢,_; benutzen, um eine lineare
Extrapolation von f fiir das gesuchte Integral zu finden:

t—t,

- f(y,ta 1) +O(h?). (9.49)

fly )~ _én_lf(y,tn) -
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Setzt man (9.49) in (9.48) ein und fiihrt das ¢-Integral aus, so erhilt man die Zwei-
schrittmethode von Adams-Bashforth:

Ynt+1 = ¥Yn + h(gfn - %fn—l) + O(h’Z) (950)

Verwandte Methoden hoherer Ordnung kann man dadurch erreichen, dafl die f-Extrapola-
tion mit einem Polynom héherer Ordnung durchgefiihrt wird. Bei Approximation durch
ein kubisches Polynom ergibt sich das Vierschrittverfahren von Adams und Bash-
forth:

h

Bei diesen Verfahren reicht die Kenntnis des Anfangswertes allein nicht aus, um die Algo-
rithmen zu starten. Deshalb ist es notwendig, die Werte von y an den ersten Stiitzstellen
zunichst z.B. mit Hilfe des Runge-Kutta-Verfahrens zu berechnen.

Die bisherigen Verfahren sind explizit, da sie y,,; aus den bekannten Werten von y,
berechnen. Implizite Verfahren, bei denen eine Gleichung gel6ft werden muf, stellen
einen anderen Weg dar, um eine héhere Genauigkeit zu erreichen. Als Beispiel fiithren wir
den

Runge-Kutta-Algorithmus zweiter Ordnung auf, der hiufig Verwendung findet. Da-
zu approximieren wir die Funktion f im Integral von (9.48) durch seine Taylor-Entwicklung
um die Mitte des Integrationsintervalls und erhalten

Yn+1 = Yn + hf (Ynt1/2, tny1y2) + O(h?). (9.52)

Da der Fehlerterm von der Ordnung O(h?) ist, ist eine Approximation von f(y,+1/2, tnt1/2)
der Ordnung O(h?) gut genug, die von der einfachen Euler-Methode (9.46) geliefert wird.
Falls wir nun k£ als eine intermedifire Approximation fiir die doppelte Differenz von y,, 1/,
und y,, definieren, so 148t sich mit der folgenden Zweischrittprozedur y,; aus y, berech-
nen:

k h
k= h'f(Yna tn); Ynt1 =¥n + hf(Yn + 5.t + _) + O(h3)- (9-53)

2 2
Der Vorteil des Runge-Kutta Verfahrens besteht darin, dafl es keine besonderen Anforde-
rungen an die Funktion f stellt, wie z. B. leichte Differenzierbarkeit oder Linearitit in y.
Es benutzt ebenfalls nur den Wert von y an einem einzigen vorhergehenden Punkt, im
Gegensatz zu den obigen Mehrschrittverfahren. Gleichung (9.53) verlangt allerdings, daf3
bei jedem Integrationsschritt der Wert von f zweimal berechnet wird.

Runge-Kutta-Algorithmen héherer Ordnung konnen auf relativ direktem Wege her-
geleitet werden. Dazu verwendet man Integrationsformeln hoherer Ordnung (siehe Unter-
kapitel 9.3.2), um das Integral (9.48) durch eine endliche Summe von f-Werten zu ersetzen.
Zum Beispiel ergibt die Simpson-Regel:

h
Yntl = Yn + g[f(Yn; tn) +4f (Yns1/2: tas1/2) + f(Yni1, tnir)] + O(R°). (9.54)
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Der Algorithmus wird dadurch komplettiert, dal man sukzessive Naherungen fiir die y’s
mit einer vergleichbaren Genauigkeit in der rechten Seite von (9.54) einsetzt. Ein Algo-
rithmus dritter Qrdnung mit einem lokalen Fehler O(h?) ist dann:

ki =hf(yn, tn);

k1 h
2 = hf(yn + o ta + 3)

k3 - hf(Yn - kl + 2k2atn + h),
1
Ynt1 =Yn + é[kl + 4ky + k3] + O(h4)- (9.55)

Er basiert auf der Simpson-Formel (9.42) und erfordert eine dreifache Berechnung der
Funktionswerte von f pro Integrationsschritt.

Runge-Kutta Algorithmus vierter Ordnung: In der Erfahrung hat sich gezeigt,
daf} ein Algorithmus vierter Ordnung, welcher 4 Funktionsberechnungen pro Integra-
tionsschritt erfordert, die beste Ausgewogenheit zwischen Genauigkeit und numerischem
Aufwand herstellt. Der Algorithmus lautet fiir 4 Zwischenvariable k;:

kl = hf(Ynatn)a

ky h
k2—hf(Yn+§,tn+§),

ko h
3 flyn+ 5 +2)

ky = hf(yn+ ks, t, + h);

1
Viil = Yn + E[kl + 2ky + 2k3 + k4] + O(RP). (9.56)

Als Beispiel fiir eine aktuelle Realisierung des Algorithmus geben wir ein FORTRAN
Programm fiir die Integration der Bewegungsgleichungen eines geddmpften, nichtlinearen
harmonischen Oszillators an:
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Programmbeispiel in FORTRAN

ONONONONONONONON®!

Test Programm zur Loesung der Bewegungsgleichungen fuer
einen gedaempften, nichtlinearen harmonischen Oszillator

Einheiten: Masse DM in Kg

Laengen in cm

Winkel in Radian oder *180/PI in Grad
Zeit in sec

Energie in Kg cm™**2 /sec**2

Reibung GAMMA in 1/sec

C***>I<*******>I<*>I<*>I<*>I<*>I<*******>I<****>I<*************************

C

C

IMPLICIT REAL*8 (A-H,0-Z)
REAL*8 Y(2),HF(6)
COMMON /DAT/ DK1,DL1,DM,GAMMA R
EXTERNAL FBAHN
PI=4.*ATAN(1.0)
Federkonstante in Kg/sec**2
DK1=1000.
Laenge in cm: Abstand zu der Masse
DL1=4.
Masse in Kg
DM=0.5
Abstand des Schwerpunktes vom Drehpunkt in cm
R=10.

A A A A FA A A A FA A A A AR A K

C
C

Integration der Bewegungsgleichungen fuer 30 Werte von GAMMA
beginnend mit GAMMA=0
DO 10 IG=1,30
GAMMA=FLOAT(IG-1)*2.5
Anfangsbedingungen fuer Winkel Y(1) und Winkelgeschwindigkeit Y (2)
Y/(1)=50./180.%PI
Y(2)=0.0
Anfangszeit T
T=0.0
Maximale Anzahl der Zeitschritte
NTMAX=1500
Zeitschrittweite in Sec
DT=0.001
Hoher Anfangswert fuer Einschwingzeit (wird ueberschrieben)
TC=2.0

Integration der Bewegungsgleichungen fuer festes GAMMA
DO 1 IT=1,NTMAX

Aktuelle Zeit T
T=FLOAT(IT-1)*DT

151



CALL RKUTDF(2,DT,T,Y,HF FBAHN)

C Ausgabe von Zeit, Winkel in Grad, Winkelgeschwindigkeit
WRITE(1,100) T,Y(1)*180./PL,Y(2)
IF(ABS(Y(1)).LT.0.01.AND.ABS(Y(2)).LT.0.001) THEN
TC=T

C Einschwingzeit TC
ENDIF

100 FORMAT(1X,8E12.4)
1 CONTINUE
C

33 CONTINUE
C Ausgabe von Reibung und Einschwingzeit
WRITE(2,100) GAMMA, TC
WRITE(1,300)
300 FORMAT(/)
10 CONTINUE
R e
STOP
END
C>|<*>|<*>|<*>|<*>|<*****************>|<*>|<***************************************
C SUBROUTINE FUER DIE ZEIT-INTEGRATION (N=2)
SUBROUTINE RKUTDF(N,H,T,Y,HF F)
IMPLICIT REAL*8 (A-H,0-Z)
EXTERNAL F
C Die Dimension ist Y(N) und HF(3N)!
REAL*8 Y(2),HF(6)
C Erster Funktionsaufruf
CALL F(T,Y,HF)
T1=T+0.5D0*H
DO 10 I=1,N
[1=I+N
[2=1+2*N
HF (12)=Y(I)
HF( 11)=0.5D0*HF (I)*H
10 Y (I)=HF(I2)+HF(I1)
S=0.D0
20 S=S+0.5D0
C Zweiter und dritter Funktionsaufruf
CALL F(T1,Y,HF)
T1=T+H*S
DO 30 I=1,N
[1=I+N
[2=1+2*N
HF (I)=HF(I)*H
HF (I1)=HF(11)+HF(I)
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30 Y (I)=HF (I2)+HF (I)*S
[F(S.LT.1.D0) GOTO 20
C Vierter Funktionsaufruf
CALL F(T1,Y,HF)
T=T1
DO 40 I=1,N
[1=I+N
[2=1+42*N
HF (I1)=HF (11)+0.5D0*HF (I)*H
C Addition der Beitraege
40 Y (I)=HF(12)+HF(I1)/3.D0
RETURN
END

A A A A A A AAAAAAAAAA A A AR F A A K

C Bewegungsgleichungen fuer das aktuelle Problem

C kinetische Energie: DM/2*R*R*Y(2)*Y(2)

C potentielle Energie: 1/2*(DK1*DL1*DL1)*SIN(Y(1))**2
SUBROUTINE FBAHN(T,Y,B)
IMPLICIT REAL*8 (A-H,0-Z)
REAL*8 Y(2),B(6)
COMMON /DAT/ DK1,DL1,DM,GAMMA R

C BEWEGUNGSGLEICHUNGEN MIT REIBUNG GAMMA
B(1)=Y(2)
B(2)=-1./(DM*R**2)*(DL1**2*DK1)*DCOS(Y(1))*DSIN(Y(1))
B(2)=B(2)-GAMMA*Y(2)

4 RETURN

END
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